G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 3 (07.03)

1. Znalezé wzér na Y p_q (1)r" i Sp_o(—1)*(})10".

. Uzywajac argumentacji kombinatorycznej udowodnié¢ tozsamosé dla n > 3 (w podanej formie)

n n—3\ [(n—1 + n—2 + n—3
k E ) \k-1 k—1 k—1)
Wskazéwka: Niech S bedzie zbiorem z 3 wyrdéznionymi elementami a, b i c¢. Zliczy¢é pewne k-

kombinacje S.

. Wyprowadzi¢ wzoér

() +a(2) +orn(f) <

Wskazéwka 1: zrézniczkowaé wzor na (1 + x)™.

Wskazéwka 2: Jeste$ szefem zespolu n pracownikéw. Oblicz na ile sposobéw mozesz daé¢ pewnej
liczbie 0s6b podwyzke i dodatkowo jedna z tych oséb awansowad.

. Pokazaé, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi wzér

() -a(2) es(2) () s cmn() o

. Za pomoca catkowania wzoru dwumianowego wyprowadzi¢ wzor

1+1<§)+1(§—%1Cﬁ4a“4- ! Cﬁzzywl_y
2\1 3\2 4\3 n+1\n n+1
. Sprawdzi¢ przez indukcje wzér

(k) [n+1

2 (n)-(n2)

. Obliczy¢ sume 1% + 22 + ... + n? korzystajac ze wzoru m? = 2(}') + (') oraz z poprzedniego
zadania.

. Znalez¢ liczby caltkowite a, b i ¢ spelniajace

i) o)1)

Nastepnie znalezé wzor na 13 + 23 4+ 33 + ... 4+ n3.

. Przypomnijmy, ze dla « € R i naturalnej liczby k > 1 definiujemy

(az) :x(:c—l)...(a:—k:—i-l)

k k!

Dodatkowo, (5) =11 (") = 0. Udowodnié¢, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z i wszystkich
liczb catkowitych k i m zachodza wzory

()l =) ()= () G)G) =06
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Uzywajac argumentacji kombinatorycznej pokazaé, ze dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych
m1, Mz i N mamy

= k n—=k n
Zmnalezé wzor na
t )
r, s,t>0 " s
r+s+t=n
gdzie sumowanie odbywa sie wzgledem wszystkich nieujemnych liczb catkowitych r, s it spelnia-

jacyhr+s+t=n.

Pokazaé, ze dla catkowitych dodatnich liczb n i k zachodzi wzér

n_ n
g _Z<n1 712"'nk;>7

gdzie sumowanie odbywa sie wzgledem wszystkich nieujemnych liczb catkowitych ni, no, ..., ng
spelniajacych ny +no + ... +ng = n.
Udowonié za pomoca wzoru Taylora, ze dla |z| < 1 i dowolnej liczby a zachodzi wzér
= [«
(1+x)*= ( >x”

Udowodnié przez indukcje, ze dla dowolnej naturalnej liczby n mamy
1 = (n+k—1\ 4
—_—= z", z| < 1.
e G B
NIEPORZADKI
Ponizej D,, oznacza ilo$¢ nieporzgdkow na zbiorze n-elementowym, czyli liczbe permutacji bez
punktu statego.

Wyznaczy¢ liczbe permutacji zbioru {1,2,...,8}, w ktérych zadna liczba parzysta nie znajduje
sie na swojej naturalnej pozycji.

Znalez¢ ogdlny wzor na liczbe permutacji zbioru {1, 2,..., n}, w ktérych doktadnie k liczb znaj-
duje si¢ na swoich naturalnych pozycjach.

Za pomocg argumentéw kombinatorycznych wyprowadzi¢ tozsamosé

= (g>po+ (’;)m (g)pg+...+ (nﬁl)pn_1+ (Z)Dn_

(Przyjmujemy Dy = 1.)
Pokazaé, ze liczby D,, spelniaja réwnanie D,, = (n — 1)(Dy,—2 + D,,—1) dla n > 3.

Dla liczby naturalnej n oznaczmy przez @, liczbe permutacji zbioru {1,2,...,n}, ktére nie za-
wieraja w sobie 12, 23, ..., (n— 1)n. (dla n = 3 dopuszczalnymi permutacjami sa 213, 321, 132,
ale np. 231 jest niedopuszczalna). Pokazaé, ze dla n > 1 zachodzi wzér

Qn = n! ("Il>(n—1)!+ (";2>(n_2)!— (”;3)(n—3)!+...+(—1)"—1<Z:1)11.

ZADANIA UZUPELNIAJACE

Zadania z Rozdziatu 1 (Wzér Stirlinga) zbioru zadah Swiatostawa R. Gala.



