G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 5 (21.03)

Uwaga: Zadania 1-7 ze zbioru S. Gala. W zaleznosci od zrédla, w numeracji liczb Catalana
moze wystapi¢ przesuniecie. Na przyklad, na wyktadzie liczba C), byla zdefiniowana jako liczba
nawiaséw w aj - ag - ... - an; tym samym, w zaleznosci od interpretacji, mamy

cn:1<2(”_1)> b Cp = —— (2”>
n\ n—1 n+1\n

. Pokaz, ze nastepujace liczby, oznaczane przez Cy i nazywane liczbami Catalana, sa réwne (w razie
probleméw z interpretacja zalézmy, ze Cy = C; = 1):

(i) liczbie polaczen w pary wierzchotkéw wypuklego 2k-kata, tak by odpowiadajace mu prze-
katne (lub boki) sie nie przecinaty,

(ii) liczbie podzialéw (k + 2)-kata wypuklego przekatnymi na tréjkaty,

(iii) liczbie spaceréw po siatce kwadratowej z punktu (0, 0) do (k, k) pozostajacych pod przekatna
i takich, ze w kazdym kroku mozna zwiekszy¢ dowolng wspoélrzedna o jeden,

(iv) liczbie ciagéw (z1, . . ., To,), takich ze z; € {—1,1}, 2% z; = 0 oraz %, z; > 0 dla kazdego
k < 2n.

. Znajdz (np. wygooglaj) inne kombinatoryczne interpretacje liczb Catalana, na przyklad ilo$¢ drzew
binarnych.

. Niech S,, oznacza liczbe (nieuporzadkowanych) par spaceréw (71,72) dlugosci n na plaszczyznie
o tej wlasnoséi, ze kazdy spacer wykonuje kroki tylko w prawo lub w goére dlugosci jeden, spacery
zaczynaja sie w punkcie (0,0) i maja wspdlne tylko konce. Jak liczby S, sa zwiazane z liczbami
Catalana?

. W zadaniu poprzednim rozwazy¢ spacery dlugosci n, ktére moga sia spotykaé¢ po drodze, ale nie
moga sie “krzyzowad”.

. Oblicz liczbe ksztattow, jakie mozna uzyskaé, ustawiajac jednakowe monety w stos tak, ze w

najnizszym poziomie znajduje sie¢ n monet utozonych jedna obok drugiej w linii, a kazda moneta
w nastepnej warstwie musi sie opiera¢ na dwu potéwkach monet lezacych ponizej.

. Pokaz, ze C,, = (*) — (*").

n n—1

7. Znajdz kombinatoryczny dowdd powyzszej formuty.

. Udowodnij kombinatorycznie, ze liczba wszystkich funkcji niemalejacych

f:AL2,...,n} —{1,2,...,n},

gdzie n > 1, spelniajacych warunek f(i) <1 dla i < n, wynosi n%rl(%:‘)
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LIicZBY STIRLINGA

Przypomnijmy, ze liczby Stirlinga drugiego rodzaju {7}, oznaczane tez Si(n,k), mozna
zdefiniowaé

(a) kombinatorycznie: {Z} jest liczba podzialéw zbioru n-elementowego na k niepustych pod-
zbiorow

(b) analitycznie: {}'} sa wspélczynnikami we wzorze
" (n
x":Z{ }xk, gdzie 28 = z(z —1)... (x — k+ 1).
o UK

Sprawdzi¢, ze w obu przypadkach otrzymujemy te same liczby, spelniajace warunek rekurencyjny

n n—1 n—1
- 1 =1,2,....n—1
{k} k{k:}+{k_1} dlak=1,2.. . n-1,

Wykazaé, ze k! {7} jest ilodcig surjekcji zbioru n elementowego na zbiér k elementowy.
Udowodnié, ze dla n > 3 zachodzi wzér

{niQ}:nm—1mggm@n—a.

Zmnalez¢ kombinatoryczny dowdd tozsamosci
ik{nﬂc} B {n+m+1}
P k m

Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju. Definiujemy [Z] jako liczbe sposobéw rozmieszczenia

n obiektéw w k cyklach, przy czym { (1)} =0, [H = 1. Sprawdzié¢, ze

E]:W‘lﬂn;1+[2:ﬂ dlak=1,2,...,n—1.

Obliczy¢ Y 7_; [} ]-
Zmalez¢ kombinatoryczne dowody tozsamosci
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Sprawdzié, ze oznaczajac ¥ = z(z+1)...(z+ 1), mamy
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Liczby Bella. Niech B(n) bedzie liczba wszystkich partycji zbioru nc elementowego na niepuste
podzbiory; sprawdzi¢ ze B(1) = 1, B(2) = 2, B(3) = 5 oraz znalez¢ wzér rekurencyjny na B(n).

Sprawdzi¢, ze B(n) = > _7_o {7}



