G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 6 (06.04)

FUNKCJE TWORZACE

1. Niech S bedzie multizbiorem {oo - e1,00 - €2,00 - e3,00 - e4}. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu
liczb ag, a1, az,...,an,..., gdzie a, jest liczba n-kombinacji S przy podanych warunkach

(i) kazdy element wystepuje nieparzysta ilos¢ razy;
(ii) kazdy element wystepuje liczbe razy podzielna przez 3;

(iv

)
)
(iii) element e; nie pojawia sie, a ea pojawia si¢ co najwyzej raz;
) element e; pojawia si¢ 1, 3 lub 11 razy, natomiast element es pojawia si¢ 2, 4 lub 5 razy;
)

(v

2. Rozwazmy wielkosci an, bn, ¢y, dy, wyznaczajace na ile sposobéw mozna wydaé n gr za pomoca
monet

kazdy element pojawia sie przynajmniej 10 razy.

(a) 1gr ;
(b) lgri 2gr;
(c) 1gr, 2gr, bgr;

(d) 1lgr, 2gr, 5gr; 10gr.
Obliczy¢ ay, i by,. Podaé rekurencyjne wzory na ¢, i d,. Dla kazdego ciagu wyznaczy¢ jego funkcje
tworzaca.

3. Jak wiemy 1+x + 2% +... = 1/(1 — ). Zauwazy¢, ze f(x) = 1+ 22 + 322 + ... mozna wyliczyé
rozwazajac f(x) — xf(x).
4. Niech ag + ayx + agz? +... = 1/(1 + 2 + 22). Obliczy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciagu a,.

5. Znalez¢ funkcje tworzaca ciagu liczb 1,q,¢2,¢%, ... .

6. Znale7¢ funkcje tworzace (w zwartej postaci) dla podanych ciagéw

) Lg% ¢ ..
) 1,—1,1,-1,1,-1,...;
) (D,=(), (2 (“1(), .. (a € R);
) 0,0,0,—1,1,-1,1,~1,1,...;

(v) 5,6,7,8,....,n+5,..;
)
)
)
)

(vi) 1/001/101/2Y ..., 1/nl, ..

(vii) 1/0L, —1/10,1/20 ... (=1)"/nl, .. ;
(viii) 1,3,4,9,8,27,16,81,. . ;

(ix) 1,2,4,1,3,8,1,4,16,1,5,32, ...

7. Znalezé funkcje tworzaca dla ciggu kolejnych kwadratéw liczb naturalnych 0,1,4,...,n%, ... .

WSKAZOWKA: Szukamy prostego wzoru na f(z) = a1z +asx?+. . ., gdzie a,, = n%. Warto obliczyé
f(z)—zf(x). Zkolei x + 222 + 323 +... = (x + 22+ 23 +...) + (22 + 223+ ...). Podobna metode
mozna stosowaé ponizej.
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8. Zmnalez¢ funkcje tworzaca dla ciagu kolejnych szeécianéw liczb naturalnych 0,1,8,...,n°, ... .

9. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciggu liczb a, = (), n > 0.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu liczb a,, = (g), n > 0.
Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu liczb a, = (Z), n > 0, dla ustalonej liczby naturalnej k.

Niech F'(x) bedzie funkcja tworzaca ciagu ag, a1, az, . ... Wyznaczy¢ (w zaleznosci od F'(z) funkcje
tworzaca ciagéw by, = na, 1 ¢, = Y i Gn.

FUNKCJE TWORZACE I REKURENCJE
Rozwigzaé zadania GAL 46-52.
DODATEK: ZBIEZNOSC SZEREGOW POTEGOWYCH

Szeregu potegowy Y, a,x" zmiennej rzeczywistej jest zbiezny dla || < R irozbiezny dla |z| > R,
gdzie R (promien zbieznosci szeregu) wyliczamy ze wzoru 1/R = limsup,, {/|a,| (moze wyjsé
R = +00).

Udowodni¢ to proste twierdzenie: o granicy gérnej wystarczy wiedzieé, ze warunek lim sup,, ¢, <
oznacza ze dla € > 0, nieréwnoéé¢ ¢, < v + ¢ zachodzi dla prawie wszystkich n. Jezeli wiec
|z| lim sup,, ¥/]an| < 1 to dla pewnego ¢ < 1 nieréwnosé¢ |a,z"| < ¢" zachodzi dla prawie wszyt-
skich n.

Zauwazy¢, ze jezeli R jestm promieniem zbieznosci f(z) = >, ana™ i 0 < r < R to szereg jest
jednostajnie zbiezny na przedziale [—r,7]. Mozna stad wywnioskowaé, ze f'(x) =3, na,z™ L.



