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GRAFY PLANARNE

Uwaga: Zadania pochodza czeSciowo ze zbioru S. Gala. Ponizej # A oznacza moc zbioru
skonczonego A. Inne dowody wzoru Eulera (i wskazéwki do niektérych zadan) mozna
znalez¢ na stronie

http://www.ics.uci.edu/ eppstein/junkyard/euler/

Niech (V) E) bedzie grafem. Zalézmy, ze graf ten jest zrealizowany na plaszczyznie (mo-
wimy, ze jest on grafem planarnym). Niech F' oznacza zbidér $cian, to znaczy obszaréw, na
jakie graf dzieli ptaszczyzne, wliczajac w to nieograniczony obszar wokét grafu. Cheemy
pokazaé, ze dla dowolnego (skoniczonego) planarnego grafu zachodzi

Wzér Eulera #V — #FE + #F = 2.

. Drzewem rozpinajgcym) w grafie (V, E) nazwiemy podgraf (V, E’) ktory jest drzewem.
Pokaz, ze kazdy graf spojny posiada drzewo rozpinajace.

Grafem dualnym do grafu planarnego (V, E') (wyznaczajacego zbiér §cian F') nazwiemy graf
(F, E), gdzie rozumiemy, ze kazda krawedz taczy obszary, ktére rozdziela.

Inaczej méwige, mozna utozsami¢ kazda Scian¢ f € F' z pewnym punktem py do niej
nalezacym i polaczy¢ krawedziami te pary py i p,, dla ktérych Sciany f i g maja wspolng
krawedZ w wyjsciowym grafie. Warto popréobowaé na rysunku.

. Pokaz, ze jesli (V, E’) jest drzewem rozpinajacym w (V, E) to (F,E \ E’) jest drzewem
rozpinajacym w grafie dualnym (F, F). Wywnioskuj stad formule Eulera.

. Niech P bedzie wieloScianem ustawionym w przestrzeni tak, by zadna krawedz nie byta po-
zioma. Dla kazdej Sciany f niech (Vy, Ey, F'y) oznacza trojke sktadajaca sie z wierzchotkow i
krawedzi po lewej stronie Sciany f (pomiedzy najwyzszym i najnizszym wierzchotkami, ale
bez nich), oraz Fy = {f}. Zauwaz, ze #V; — #E; + #F; = 0 oraz, ze wszystkie powyzsze
zbiory dla réznych Scian sg roztaczne. Wywnioskuj stad formute Eulera.

. Zalézmy, ze graf planarny ma krawedzie bedace odcinkami. Policz sume katéow na dwa
sposoby: sumujac po $cianach i po wierzchotkach. Wywnioskuj stad formute Eulera.

. Przedyskutuj, co sie dzieje jesli krawedzie powyzszego grafu sg tamanymi lub gtadkimi
krzywymi.

. Udowodnij wzoér Picka: Niech P bedzie wielokatem o catkowitych wspotrzednych na pta-
szyczyznie. Wtedy pole P jest réwne
#(Z* N P) —#(Z* N OP)/2 — 1.

Tutaj 0P oznacza brzeg wielokata.

. Zalozmy, ze graf planarny ma krawedzie bedace odcinkami i wierzchotki o wymiernych
wspotrzednych. Oblicz pole dopelnienia zewnetrznego obszaru na dwa sposoby. Wywnioskuj
stad formute Eulera.
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. Niech X bedzie podzbiorem R?. Niech px(n) = #(Z* NnX). Pokaz, ze jedli X jest wieloka-

tem o catkowitych wspétrzednych wierzchotkéw na plaszezyznie to px(n) jest wielomianem
(zwanym Wielomianem Eckharta).

. Zalézmy, ze w grafie planarnym (V, E) istnieje droga Eulera {vz}ﬁEO Zmajdz bijekcje, miedzy

{i : Jj<;v; = v;} a niezewnetrznymi Scianami. Wywnioskuj stad formute Eulera.

Dla dowolnego wielo$cianu wypuktego wielko$¢
liczba wierzchotkéw — liczba krawedzi + liczba $cian

jest stata i wynosi 2. Dlaczego?

Pokaz, ze graf pelny K5 (pie¢ wierzchotkéw potaczonych wszystkimi (g) krawedziami) nie
jest planarny.

Pokaz, ze pelny graf dwudzielny K3 3, zdefiniowany jako

({1,2,...,6},{{a,b} : a < 7/2 < b}),

nie jest planarny.
Pokaz, ze kazdy graf planarny zawiera wierzchotek stopnia co najwyzej piec.
Udowodnij

Twierdzenie o pieciu barwach: Wierzchotki dowolnego grafu planarnego mozna poko-
lorowaé (co najwyzej) piecioma kolorami, tak aby kazde dwa sgsiadujgce wierzchotki miaty
rozne kolory.

WSKAZOWKA: Zal6z indukcyjnie, ze po usunieciu wierzchotka stopnia co najwyzej pieé
graf mozna pokolorowac.



