G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 8 (10.05)

SYSTEMY ROZNYCH REPREZENTANTOW (SRR)

Przypomnijmy, ze ponumerowana rodzina zbioréw A = {Ay, Ay, ..., A,} ma system rdz-
nych reprezentantéw (SSR), zwany tez transwersala, jezeli istnieja rézne punkty x4, ..., z,,
takie ze x; € A; dla kazdego i < n.

. Niech A = {4, Ay,..., A} bedzie rodzina zbioréw, posiadajaca SRR. Niech x bedzie
elementem z A;. Pokazal, ze istnieje SRR zawierajacy x; pokaza¢ na przyktadzie, ze moze
nie istnie¢ SRR, w ktorym x reprezentuje A;.

. Niech A ={A;, As,..., A,} bedzie rodzina zbioréw spelniajaca silniejszy Warunek Halla
|A;, UA, U...UA;, | > k+1,

dla kazdego k = 1,2,...,n i dowolnego wyboru k réznych indekséw iy, s, ..., 7. Niech x

bedzie elementem z A;. Pokazaé, ze A ma SRR, w ktérym x reprezentuje A;.

. Pokazaé, ze rodzina zbioréw

A =112, .0\ {i},  (i=12....n),

posiada SRR oraz liczba réznych SRR jest rowna n-tej liczbie nieporzadkéw D,,.

. Udowodni¢, ze jezeli kazdy zbiér z rodziny A ma > d elementéw, a kazdy punkt nalezy do
co najwyzej d zbioréw z A (gdzie d > 0 jest ustalone) to taka rodzina ma SRR

. Udowodnié¢, ze rodzina A = {A;, Ay, ..., A,} niepustych podzbioréw skonczonego zbioru
X ma SRR wtedy i tylko wtedy gdy |[{i: 4; C Y}| < |Y] dla kazdego Y C X.

. Po rozgrywce brydzowej talia 52 kart jest podzielona na 13 lew po 4 karty. Udowod-
ni¢, ze mozna z kazdej lewy wybra¢ po jednej karcie, tak aby otrzymaé¢ wszystkie figury
2,3,...,10,W, D, K, A (bez uwzgledniania koloréw).

KOJARZENIE PAR W GRAFACH DWUDZIELNYCH

. Przypomnie¢ sobie, ze inng postacig twierdzenia Halla jest twierdzenie o kojarzeniu par w
grafach dwudzielnych G = (S, T, F).

. Dla grafu dwudzielnego G = (S, T, F) przypomniany ponizej algorytm etykietujacy pozwa-
la ustali¢, czy dla danego kojarzenia par M C E istnieje tanicuch alternujacy. Po¢wiczy¢
na wybranym przyktadzie!

(i) nadaj etykiete (*) tym wierzchotkom z S, ktére nie maja pary w M;

(ii) jesli s; € S dostal w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (s;) tym wierzchotkom
z T, ktore sg potaczone krawedzia spoza M i dotychczas nie miaty etykiety;

(iii) jesli t; € T dostal w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (;) tym wierzchotkom
z S, ktore sa potaczone krawedzig z M i nie miaty etykiety.

Kiedy nastepuje przetom (znalezliémy tancuch alternujacy), a kiedy przetomu nie ma?
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Wyprowadzi¢ twierdzenie Halla z twierdzenia Koniga-Egervary’ego: W grafie dwudzielnym
maksymalne kojarzenie jest réwne minimalnej mocy zbioru blokujacego.

Zauwazy¢, ze jesli w grafie G = (S, T, F) stopien kazdego wierzchotka z S jest nie mniejszy
niz stopien dowolnego wierzchotka z T to w G istnieje kojarzenie maksymalne.

Dana jest szachownica m xn, w ktérej niektére pola sa zakazane (na przyktadzie zaznaczane
krzyzykami). Zadanie polega na umieszczeniu maksymalnej liczby niezaleznych pionkéw;
pionki sa niezalezne jesli zadne dwa nie stoja w tej samej kolumnie i tym samym wierszu.

Zauwazy¢, ze jest to inna wersja zagadnienia kojarzenia w grafie dwudzielnym. W zwiazku
z tym dla danego ustawienia etykietowanie wyglada nastepujaco (dlaczego?):

(a) Nadajemy etykiete (—) wierszom bez pionkow;

(b) dla danego wiersza i z etykieta nadajemy etykiete (i) tym kolumnom, ktére na prze-
cieciu z tym wierszem maja dopuszczalne pole wolne;

(c) dla danej kolumny j z etykieta nadajemy etykiete (j) tym wierszom. ktére na prze-
cieciu maja pionek; wracamy do (b).

Przyktadowy zestaw do ¢wiczen:
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Waskie gardto. Mamy n pracownikéw i n stanowisk pracy. Pracownik ¢ osigga wydajnosé
a;; pracujac na stanowisku j. Szukamy takiej permutacji o, ktéra maksymalizuje wielkos¢

v(0) = min ape ).

k<n

Zauwazy¢, ze taki problem pojawia sie gdy ustawiamy pracownikéw na tasmie montazowej
— jej wydajnosé zalezy od wydajnosci najgorszej.
Dla danej permutacji o rozwazamy szachownice n x n. Pole (i, j) uznajemy za dopuszczalne
gdy a;; > v(o) i niedopuszczalne w przeciwnym razie. Zauwazy¢, ze o nie jest optymalna
tylko wtedy gdy na tej szachownicy mozna ustawi¢ n niezaleznych pionkéw.
Zoptymalizowaé prace 6 pracownikéw przy podanej ponizej tabeli wydajnosci rozpoczyna-
jac od przypadkowej permutacji.
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