G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 9 (23.05)

1. Zagadnienie optymalnego drzewa rozpinajacego. Dany jest graf spdjny G = (N, E) i funk-
cja ¢ : E — R, przypisujaca krawedziom koszty (na przyklad ich umowng dtugosé, koszt podrozy
etc.). Szukamy takiego drzewa rozpinajacego T = (N, E’) dla grafu G, ktére jest optymalne,
minimalizuje wielko$¢

eeE’

Niech | N| = n. Najprostszy algorytm dziala nastepujaco: Wybierz e; € F o najmniejszym koszcie.
Ogdlnie, dla danych {ej,...,e;}, gdzie i < n — 1, wybierz e;11 € FE, tak ze zbiér krawedzi
{e1,...,ei+1} nie zawiera cyklu i jest to najtanszy wybor w tym momencie.

Dlaczego po n — 1 kroku otrzymamy drzewo rozpinajace?
Udowodnié, ze algorytm faktycznie wyznacza drzewo rozpinajace o minimalny koszcie.

WSKAZOWKA: Zalézmy, ze drzewo T daje najmniejszy koszt, a nasz algorytm wyznaczyl drzewo
To. Niech e;11 bedzie pierwsza krawedzia Tp, ktéra nie jest krawedzia T'. Zauwazy¢ (jak w lemacie
o wymianie krawedzi w drzewach), ze mozna w Ty wymienic e;11 na pewna krawedz f z drzewa
T o tym samym koszcie.

2. Udowodnié¢, ze jezeli funkcja kosztéw jak wyzej jest réznowartosciowa to w grafie istnieje tylko
jedno optymalne drzewo rozpinajace.

3. Gra Shannona. Dany jest graf spdjny G = (N, FE) i ustalone sa dwa wierzchotki p,k € N.
Przypomnijmy, ze gre rozpoczyna gracz ‘negatywny’ (czyli szeryf Tommy Lee Jones), zaznaczajac
jedna krawedz znakiem “-”. Nastepnie gracz ‘pozytywny’ (czyli uciekinier Harrison Ford) zaznacza
inng krawedz znakiem ‘+’. I tak na przemian, przy czym kazda krawedZ moze by¢ zaznaczona
tylko raz. Na koniec, albo istnieje droga z p do k krawedziami z ‘+’ i pierwszy gracz wygrywa
(moze uciec), albo wygrywa drugi gracz (ztapal uciekiniera).

Zalézmy, ze w G istnieja dwa drzewa rozpinajace T(0) i S(0) o roztacznych zbiorach krawedzi.
Wtedy pierwszy gracz ma strategie wygrywajaca (wspomniana na wykladzie). Po krétce: jesli
drugi gracz zaznaczy krawedz z T'(0) to (jak w lemacie o wymianie krawedzi w drzewach) wymie-
niamy 7'(0) 1 S(0) na dwa drzewa rozpinajace T'(1) i S(1) = S(0), majace jedna krawedZ wspélna,
zaznaczajac ja ‘+’. Dalej analogicznie.

Zobaczy¢ na przykladach, ze to dziata i wyjaénié, dlaczego.

ZAGADNIENIE MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU

4. Algorytm Forda-Fulkersona zaczyna sie od ustalonego przeptywu, na przyktad zerowego. Nastep-
nie wykonuje petle:

(i) dla danego przeplywu = = (x4)qc4 szukaj $ciezek wzmacniajacych;

(ii) jezeli P jest Sciezka wzmacniajaca to ‘przepchnij’ przez nig § = §(P), gdzie § > 0 jest tak
obliczona, ze x, + § < v, dla tukéw a € P do przodu i § < z, dla tukéw a € P do tytu.
Zamien przeplyw z na uzyskany w ten sposob przeplyw z i idz do (i).

(iii) Jezeli nie ma $ciezek wzmacniajacych to x jest maksymalnym przeplywem. Stop.



Algorytm szukania Sciezek wzmacniajacych bedzie podany na nastepnym wyktadzie. Warto spraw-
dzié¢ na wybranym przykladzie, jak to dziala!

. Zauwazy¢, ze nastepujace zagadnienia sprowadzaja sie, poprzez odpowiedniag modyfikacje grafu,
do znalezienia maksymalnego pzeptywu w grafie skierowanym o jednym zréddle i jednym odplywie

(a) Zagadnienie najwiekszego przeplywu w sieci o wielu Zrédlach i wielu odplywach,

(b) Maksymalny przeplyw w grafie niezorientowanym: Dany jest graf niezorientowany G =
(N, E) i przepustowosci krawedzi ug; ;1 dla {i,j} € E (tutaj przeptyw moze si¢ odbywacé
w kazda strone). Szukamy znowu maksymalnego przeplywu pomiedzy ustalonym s i ¢.

(¢) W danym grafie skierowanym G = (N, A) o ustalonym zZrédle i odplywie wprowadzamy
przepustowosci wierzchotkéw (i), i € N. Zagadnienie polega na znalezieniu maksymalnego
przeplywu przy takim ograniczeniu. WSKAZOWKA: Z KAZDEGO WIERZCHOLKA ZROBIC DWA.

. Algorytm FF w grafach dwudzielnych znajduje maksymalne kojarzenie par: Dla danego (nie-
skierowanego) grafu dwudzielnego G = (S, T, E) rozwazamy odpowiedni graf skierowany, dodajac
zrodto s i odptyw t i odpowiednio ustalajac przepustowos¢ tukéow. Sprawdzi¢, jak w terminologi
FF mozna zinterpretowaé tancuch alternujacy i blokujacy zbiér wierzchotkéw w G.

ZADANIA UZUPELNIAJACE

. Dla grafu skierowanego podanego nizej wyznaczy¢ liczbe réznych skierowanych drég sktadajacych
sie z n krawedzi, zaczynajacych sie w a i konczacych sie w ¢. (Uwaga: w tym grafie skierowanym,
wyjatkowo, jest petla (a,a).

™

. Twierdzenie Caley’a: W pelnym grafie K,, (n rozréznialnych wierzchotkéw i wszystkie mozliwe
krawedzie) jest n™ 2 drzew rozpinajacych. Latwo znalezé rézne dowody twierdzenia, na przyktad
WIKIPEDIA opisuje tak zwany kod Priifera (bijekcje pomiedzy drzewami rozpinajacymi w K, a
ciggami z {1,2,...,n}" 2

https://pl.wikipedia.org/wiki/Kod_Pr%C3%BCfera

Patrz tez

https://arxiv.org/pdf/0908.2324.pdf



