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NORMY I METRYKI

Norma w przestrzeni liniowej X to funkcja || - || : X — [0, 00), taka ze dla dowolnych
z,y € X iliczby a

N(1) ||z]| =0 <= 2 =0,
N(2) fla- 2| = fal - |l=]],
N@) [z +yll < llzll + [yl

Metryka w (dowolnej) przestrzeni X to funkcja p : X x X — [0,00), spetiajaca dla
wszystkich z,y,z € X

M(l) p(x,y) =0 < z= Y,
M(2) p(z,y) = ply, ),
M(3) plz,y) < plz, 2) + p(z,9).

. Sprawdzi¢, ze || - ||1, || - l2 1 || * [l 5a normami na R¢, gdzie dla z = (x(1),...,x(d)) € R?

Izl =>_lz@) Azl = D l2@F, elle = max|a(@)].

i<d i<d
. Sprawdzi¢, ze norma || - || na przestrzeni liniowej X zadaje w tej przestrzeni metryke p
wzorem p(x,y) = ||z —yl|. Zauwazy¢, ze taka metryka jest niezmiennicza na przesuniecia:

plx + z,y+2) = p(z,y) dla x,y, z € X.

Przestrzenia euklidesowg nazywamy przestrzen R? (dla pewnej liczby naturalnej d)
z metryka euklidesowa, to jest z metryka wyznaczona przez norme || - ||z.

. Sprawdzi¢, ze wzor | f|le = sup,epq |f(2)| okresla norme w przestrzeni C|0, 1] funkcji
ciaglych na [0, 1].

4. Sprawdzi¢, ze wzor || f|| = [y |f(2)] dz takze okredla norme w przestrzeni C0, 1].

5. Sprawdzi¢, ze wzor ||f]| = [f(0)| + sup, |f'(z)| okresla norme¢ w przestrzeni C'[0,1],

funkcji majacych ciagta pochodna.

. W przestrzeni metrycznej (X, p) rozwazamy kule “otwarte” postaci B.(z) = {y € X :
p(z,y) < r}. Sprawdzié, ze jezeli B,.(x) N By(y) # 0 to p(x,y) < r + s. Sprawdzi¢ tez,
ze implikacja przeciwna jest prawdziwa w przestrzeniach euklidesowych, ale nie musi
zachodzi¢ w dowolnej przestrzeni metryczne;j.

. Zbiér A w przestrzeni metrycznej (X, p) jest otwarty jezeli dla kazdego = € A istnieje
r > 0, takie ze B.(z) C A. Sprawdzié¢, ze kula B,(z) jest otwarta, a sfera postaci
{y : p(z,y) = r} jest zbiorem domknietym.
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. Na plaszczyznie R? roénie gesta dzungla, przez ktéra pynie rzeka y = 0. Podrézowanie

pomiedzy punktami o réznych pierwszych wspotrzednych odbywa sie tak, ze idziemy
prosto do rzeki, ptyniemy rzeka i nastepnie zmierzamy do celu prostopadle do rzeki.

Napisa¢ wzor na metryke rzeka mierzaca odlegtosci w dzungli i narysowaé¢ przyktadowe
kule w tej metryce. Zauwazy¢, ze metryka rzeka nie jest zadana przez zadna norme.

BRZEG, WNETRZE, DOMKNIECIE

. W przestrzeni metrycznej (X, p) definiujemy domkniecie A zbioru A C X jako zbiér tych

r € X, dla ktorych Bs(z) N A # 0 dla kazdego promienia § > 0. Zbadaé, czy zawsze
Bi(x) ={y : p(x,y) <r}.
W przestrzeni metrycznej (X, p) definiujemy wnetrze Int A zbioru A C X przez warunek
z € Int A wtedy i tylko wtedy gdy Bs(z) C A dla pewnego § > 0. Sprawdzié, ze operacja
wnetrza Int A ma wtasnosci

(i) Int X = X;

(i) Int A C A;
(111) Int (AN B) = Int AN Int B;
(iv) Int (Int (A)) = Int A.
Udowodni¢, ze Int (F U Int (A)) = Int (F'U A) przy zalozeniu ze zbior F jest domkniety.

W przestrzeni metrycznej X brzeg Fr A zbioru A mozna zdefiniowaé¢ przez warunek
xr € FrA jesli Bs(X)N A # () # Bs(z) \ A dla kazdego 0 > 0. Sprawdzi¢ nastepujace
zaleznosci (i pokazaé na przyktadzie, ze inkluzje moga by¢ wlasciwe)

(i) Int A= A\ Fr A,

(ii) A= AUFr A;
(i1i) Fr (AU B) C Fr AU Fr B;
(iv) Fr A =Fr (X \ A);

(v) Fr(A) C Fr A;

Dla podanych podzbioréw prostej rzeczywistej wyznaczy¢ ich wnetrze, domkniecie i
brzeg:

®7 R? Q? N? R\N7 R\@? [07 1)7 (0700)7 (07 1) m@'

Na ptaszczyznie euklidesowej wyznaczy¢ wnetrze, brzeg i domkniecie zbioréw
(i) A={(z,y): 0< 2 <1,0<y <1};
(ii) B =R x {0};
(iii) C =N x R;
(w) D= {{x,y): 2* +y* < 1}.
(v) E={{z,y) 1y =2}

PROBLEMY

1
. Udowodnié¢, ze dla dowolnej (rzeczywsitej) liczby p > 1 wzér ||z, = (Zigd |x(z)|p) &

definiuje norme¢ na R? (por. Zadanie 1). Sprawdzi¢, ze lim, . ||z, = ||2| -

WSKAZOWKA: w sprawie nieréwnosci trojkata trzeba bedzie zajrzeé do ksiazki z analizy.

. Niech X = [0, 1] bedzie wyposazona w metryke p(z,y) = sup,, |z(n)—y(n)|. Udowodnié,

ze w X istnieje nieprzeliczalna rodzina parami roztacznych kul o promieniu 1/2.



