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ROZNE RODZAJE CIAGLOSCI

. Niech (X1, p1) 1 (Xa, p2) beda przestrzeniami metrycznymi. Jednostajna ciggtosé funkeji
f X1 — X5 definiujemy, oczywiscie, przez warunek

(Ve >) (30 > 0) (Va, 2" € X1) p1(z,2") < § = po(f(x), f(2)) <e.

Taka funkcja spetnia warunek Lipschitza jezeli istnieje stata L > 0, taka ze dla dowolnych
x, 2’ € X, zachodzi nier6wnosé

pa(f(x), f(2) < L- pr(,2').

Zauwazy¢, ze warunek Lipschitza implikuje jednostajng cigglosé, a jednostajna ciggtosé
pocigga za soba ciggltosé, ale implikacje przeciwne nie musza zachodzic.

. Zbadac¢ czy jednostajna ciggtos¢ i warunek Lipschitza zachowujg sie przy sktadaniu funk-
cji.

. Zbada¢, czy jednostajna cigglosé funkcji X — R zachowuje sie przy dodawaniu i mno-
zeniu funkcji.

. Zbadaé, czy warunek Lipschitza funkcji X — R zachowuje si¢ przy dodawaniu i mnozeniu
funkcji.

. Zauwazyé, ze kazda funkcja linowa f : R? — R jest ciagta. Wywnioskowaé stad, ze kazde
odwzorowanie liniowe A : R? — R? jest ciggte.

. Udowodni¢, ze kazde odwzorowanie liniowe A : R¢ — R? spenia warunek Lipschitza.

WSKAZOWKA: A jest funkcjg ciagla wiec x — ||Ax||2 jest funkcja ciagta. Sprawdzié, ze
stata L = sup{||Azx||2 : ||z|2 = 1} jest dobrze okreslona i dziata prawidtowo.

7. Udowodni¢, ze wyznacznik macierzy n x n jest funkcja ciagta R™ — R.

8. Udowodnié, ze dla funkcji f : (0,1) — R nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) funkcja f jest jednostajnie ciagta;

(ii) funkcja f przedtuza sie do ciaglej funkeji f: [0,1] — R.

WSKAZOWKA: f(1) = lim,_ ;- f(z); granica istnieje gdy f jest ciagla jednostajnie.
PROBLEMY

. Rozwazamy R? z metryka euklidesowg p. Dla A C R? i € > 0 niech A, bedzie € otoczka
A, czyli zbiorem z € R? speliajacych warunek p(z, A) < e.

Niech C bedzie rodzina wszystkich niepustych domknietych i ograniczonych podzbioréow
R2. Dla A, B € C definiujemy metryke Hausdorffa wzorem

H(A,B)=inf{e >0: AC B. oraz B C A_.}.

Sprawdzi¢, ze H jest faktycznie metryka na C. Udowodnié, ze przestrzen (C,H) jest
osrodkowa.



