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. Sprawdzié, ze jezeli z, — xoy w przestrzeni (X, p) to K = {xo} U{z, : n € N} jest

zbiorem zwartym.

2. Sprawdzi¢, ze suma skonczenie wielu zwartych podzbioréw danej przestrzeni jest zwarta.

3. Dla A, B C R definiujemy sume kompleksowa A4+ B = {a+b:a € A, b € B}. Sprawdzic,

10.

ze

(i) C+ C =10,2] dla tréjkowego zbioru Cantora C';
(ii) jezeli A jest otwarty to zbiér A + B tez jest otwarty dla dowolnego B;
(iii) jezeli zbiér A jest zwarty, a B domkniety to zbiér A + B jest domkniety.

(iv) jezeli A, B sa zwarte to ich suma kompleksowa A + B tez jest zwarta.

Poda¢ przyktad zbiorow domknietych, ktorych suma kompleksowa nie jest domknieta

Udowodni¢, ze jezeli A jest domknietym, a B zwartym podzbiorem przestrzeni metrycz-
nej (X, p) i ANB = (), to istnieje € > 0, takie ze p(a,b) > ¢ dla dowolnych a € A,b € B.

Udowodni¢, ze jezeli przestrzen X jest zwarta i Fj, C X sa jej domknietymi podzbiorami,
takimi ze N;<,, F; # 0 dla kazdego n, to N2, F,, # 0.

Wywnioskowaé stad, ze jezeli (dla zbiorow jak wyzej) Moo, F,, C U dla otwartego zbioru
U C X to N, Fi € U dla pewnego n.

7 jakich twierdzen wynika ze podzbiér przestrzeni euklidesowej jest zwarty wtedy i tylko
wtedy gdy jest domkniety i ograniczny?

Sprawdzi¢, czy ponizsze podbiory R? lub R? sg domkniete i czy sg zwarte:
= {(z,y) € R?: 22 + y* < 2019};

A Y

B ={(z,y) € R? : 2% + 3 < 2019};
C={(z,y) e R?: 5 < 2/3,y < 1};
D ={(

x2+y2
={(1-1/n,1/n)eR?:n=1,2,...} U{(z,y) e R? : y = 0};
() 8= {(0,9,7) € a2 4 2 + 22 = 1},

. Pomysle¢ o réznych przyktadach zbioréw w przestrzeniach metrycznych, ktore sa do-

mkniete i ograniczone, ale nie sg zwarte.

. Niech funkcja f; : [0,1] — R bedzie dana wzorem f;(x) = sin2ntzx. Zbadaé zwarto$é

podzbioréw A = {f; : t € [0,1]} i B = {f; : t € R} przestrzeni C|0,1] z metryka
zbieznosci jednostajnej.

Udowodnié, ze jezeli (X, p) jest przestrzenia metryczna zwarta, to kazda ciagta funkcja
f X — R jest ciggta jednostajnie, to znaczy dla kazdego € > 0 istnieje o > 0, taka ze
|f(z) — f(2')| < e dla dowolnych z, 2’ € X spelniajacych warunek p(z,z’) < .

WSKAZOWKA. Dowdd wprost: zastosowaé pokryciows definicje zwartosci.

Dowdd nie wprost: zdefiniowaé¢ dwa ciggi i skorzysta¢ z ciggowej charakteryzacji zwar-
tosci.



11. Udowodni¢, ze jezeli zbior funkcji A C C|0, 1] jest zwarty (w metryce zbieznosci jedno-
stajnej) to A jest jednakowo ciggly w kazdym punkcie x € [0, 1], co oznacza, ze

(Vs > 0) (35 > 0) (Vf € A) (Vm’)|x -2 <o=|f(z)— f(2")] <e.
PROBLEMY

A. Przestrzen Hilberta /(,. Niech ¢, bedzie przestrzenig wszystkich ciagow = = (x(n)),
liczb rzeczywistych, takich ze 3°,, #(n)? < oo. Sprawdzi¢, ze {5 jest przestrzenia liniowa

i ze wzor ||z]ls = />, x(n)? definiuje norme na ¢s.
Zauwazy¢, ze ‘kula domknieta’ B = {x € l5 : ||z||s < 1} nie jest zbiorem zwartym w tej
przestrzeni (w metryce wyznaczonej przez || - ||2), natomiast zbior

A={x€ly:|x(n)] <1/n dlakazdego n}

jest zwarty.
B. Udowodni¢ Twierdzenie Arzeli-Ascolego, por. zadanie 11.

Twierdzenie. Jezeli zbiér A C C|0, 1] jest domkniety, ograniczony i jednakowo ciagly to
jest zwarty.



