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1. Sprawdzi¢, ze jezeli ciag (z,) w przestrzeni metrycznej (X, p) spelnia, dla prawie wszyst-
kich n, warunek p(z,, z,11) < a, 1>, a, < 00, to ciag ten spetnia warunek Cauchy’ego.

2. Oddzielié¢ ziarno od plew i ustali¢, czy dla kazdej metrycznej przestrzeni (X, p) prawdziwe
sg stwierdzenia

(i) jezeli X jest zwarta to jest zupehia;

(ii) jezeli X jest zwarta to kazda metryka réwnowazna p’ jest zupelna

)

)
(iii) jezeli X jest zupelna to jest zwarta,;
(iv) jezeli X jest zupelna to jest osrodkowa,
(v) jezeli X jest osrodkowa to jest zupelna;
)

(vi) jezeli X jest zupela to kazda podprzestrzen A C X jest zupelna (w tej samej
metryce);

(vii) jezeli X jest zupelna to kazda podprzestrzen domknieta A C X jest zupetna (w tej
samej metryce).

(viii) jezeli X jest zwarta to kazda funkcja X — X jest ciagta.
TWIERDZENIA BANACHA I BAIRE’A

3. Udowodnié, ze zbiér liczb wymiernych nie jest typu Gs na prostej.

4. Jak wiadomo (7!), funkcja f : R — R, gdzie f(z) = 0dlax # Qi f(x) = 1/q gdy
x = p/q jest nieskracalnym utamkiem, jest ciaglta w kazdym punkcie x € R\Q i nieciagta
w kazdym z € Q.

Udowodni¢, ze nie istnieje funkcja f : R — R, dla ktorej zbiér punktéow ciggltoscei jest
rowny Q.

5. Udowodnié, ze jezeli I : X — X jest izometria zwartej przestrzeni (X, p) to I jest
surjekcja.

WsKAZOWKA: Chwyt jak w dowodzie twierdzenia o odwzorowaniu zwezajacym.

6. Skonstruowaé funkcje nigdzie nierézniczkowalna f € C[0, 1], wykorzystujac twierdzenie
Banacha o odwzorowaniu zwezajacym w nastepujacy sposob:

Rozwazamy przestrzen

X={feC0,1]: f(0)=0,f(1)=1,f:[0,1] — [0,1]}
z metryka zbieznosci jednostajnej. Dla f € X definiujemy

3/4f(3x) dla z € [0,1/3],
Tf(x)=31/4+1/2f(2—3z) dlaxe[l1/3,2/3],
1/443/4f(3x —2) dlaz e [2/3,1].
Wtedy T : X — X jest odwzorowaniem zwezajacym. Udowodni¢, ze punkt staty odwzo-
rowania T jest szukang funkcja; patrz tez
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7. Skonstruowaé funkcje nigdzie nierézniczkowalna f € C[0, 1], wykorzystujac twierdzenie

Q W

Baire’a o kategorii.
WSKAZOWKA: Rozwazy¢, dla ustalonego n € N, zbiér A, C C10,1] zlozony z tych
funkcji f, dla ktérych istnieje z € [0, 1], taki ze dla kazdego y € [0, 1] \ {z} zachodzi
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. Wykorzystaé¢ twierdzenie Baire’a do udowodnienia, ze istnieje funkcja f : [0,1] — R,

ktéra jest ciagta, ale nie jest monotoniczna na zadnym przedziale wtasciwym [a, b] C [0, 1]

. Zalézmy, ze kazda metryka p', rbwnowazna z metryka p na X, jest zupelna. Udowod-

ni¢, ze wtedy X jest przestrzenig zwartg wtedy i tylko wtedy gdy X jest przestrzenia
osrodkowa.

WSKAZOWKA: Przestrzen metryczna osrodkowa zanurza si¢ w przestrzen metryczng
zwarta.

PROBLEMY

. Udowodni¢, ze jezeli kazda ciggta funkcja X — R na przestrzeni metrycznej osrodkowej

X jest ograniczona to X jest przestrzenia zwarta.

. Udowodnié, ze przestrzen Hilberta ¢; jest zupetna (patrz 4.A).

. Udowodni¢, ze odwzorowanie f : R\ Q — RY dane wzorem
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gdzie {q1, ¢, ...} = Q, jest homeomorfizmem zbioru liczb niewymiernych i pewnej do-
mknietej podprzestrzeni RY.

Wywnioskowaé stad, ze na R\ Q istnieje réwnowazna metryka zupelna.

. Udowodni¢, ze jezeli na podprzestrzeni A C R istnieje rownowazna metryka zupetna to

A jest zbiorem typu Gjy.

WSKAZOWKA: Wystarczy pokazaé, ze jezeli F' jest domknieciem A na prostej, to F'\ A
jest typu Fi.

Niech p bedzie rownowazna metryka zupelng na A. Sprawdzié, ze dla kazdego z € F'\ A
istnieje € > 0, taka ze p-diam((x — 6,2 + ) N A) > ¢ dla kazdego > 0 (z zupelnosci
p). Z drugiej strony, dla z € A, p-diam((z — d,z+ ) N A) — 0 przy 6 — 0 ( bo p jest
réownowazna metryce euklidesowej). Pozwala to zapisa¢ F'\ A jako sume ciagu zbiorow
domknietych.

Méwimy, ze funkcja R — R jest pierwszej klasy (Baire’a) jezeli istnieje ciag funkcji
ciagltych f,, : R — R, taki ze f(z) = lim,, f,(x) dla kazdego x € R.

Zauwazy¢, ze jezeli funkcja f jest rozniczkowalna to f’ jest pierwszej klasy.

Udowodnié, ze funkcja dana przez f(z) = 1 dlax € Qi f(z) = 0 dla 2 ¢ Q nie jest
pierwszej klasy.



