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PRZESTRZENIE TOPOLOGICZNE

. Sprawdzi¢, ze operacja domknigcia w dowolnej przestrzeni X spelnia zaleznosci 0 =0,

ACA AUB=AUB, A= A dladowolnych A,B C X.

Wypisac i sprawdzi¢ analogiczne wtasnosci operacji wnetrza.

. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, w ktérym okreslona jest (abstrakcyjna) operacja do-

mknigcia A dla A C X, spehniajaca powyzsze aksjomaty. Udowodnié¢ (za Kuratowskim),
ze istnieje na X topologia, ktéra wyznacza takie wtasnie domkniecie topologiczne.

. Wykaza¢, ze funkcja f : X — Y jest ciagla wtedy i tylko wtedy gdy f~![Int B] C

Int f~'[B] dla dowolnego B C Y.

Rodzina B jest podbazg przestrzeni X jesli skonczone przekroje zbioréw z B stanowia
baze. Jaki jest naturalny przyktad podbazy na R? Zauwazy¢, ze dla ciagtosci f : X — Y
wystarcza aby zbiory f~![B] byly otwarte dla B z ustalonej podbazy Y.

. Funkcje ciagla f : X — Y nazywamy przeksztalceniem domknietym jezeli obraz f[F] jest

domkniety w Y dla kazdego domknietego F' C X. Otwarto$¢ odwzorowania f definiujemy
analogicznie, zastepujac ‘domkniety’ przez ‘otwarty’.

Poda¢ przyktady ciggtych funkcji f : R — R, ktére nie sa otwarte (nie sa domkniete).

. Sprawdzi¢, ze f : X — Y jest przeksztatceniem domknietym wtedy i tylko wtedy gdy

flA] = f[A] dla dowolnego A C X, a f jest przeksztalceniem otwartym wtedy i tylko
wtedy gdy f jest ciaglte i f[Int (A)] C Int f[A] dla dowolnego A C X.

Zauwazy¢, ze jesli f : X — Y jest ciggla surjekcjg to obraz zbioru gestego w X jest gesty
w Y; w szczegblnosci, ciagly obraz przestrzeni osrodkowej jest osrodkowy.

. Dla dowolnego zbioru A w p. topologicznej X, z € X jest punktem skupienia A jezeli

x € A\ {r}. Oznaczmy przez A? zbiér punktéw skupienia zbioru A. Sprawdzié, ze

(i) A= AU A4

(ii) jesli A C B to A? C B%;
) (AuB)?= AU B

(iv) Ad= Al = (A)"

(iii

Zauwazy¢, ze aksjomat T} jest rownowazny temu, ze wszystkie podzbiory skonczone sa
domkniete.

Niech 7 bedzie rodzing tych podzboréw ustalonej nieskonczonej przestrzeni X, ktore
maja skoniczone dopelnienie. Sprawdzi¢, ze T jest topologia na X i topologia ta spekia
aksjomat 77, ale nie spetnia 715

Niech X = R; wprowadzamy topologie w X przez bazy lokalne: dla x # 0 baza w
X sa zbiory postaci (x — §, 2 + 0); baza w x = 0 sa zbiory postaci (—6,0) \ Z, gdzie
Z = {1/n : n € N}. Sprawdzi¢, ze taka przestrzen jest Hausdorffa (czyli spelnia
aksjomat T3), ale nie jest regularna (czyli nie spelnia T3).

WSKAZOWKA: Z nie daje sie oddzieli¢ od 0.
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Wykazac, ze strzatka jest normalna.

WSKAZOWKA: Dla roztacznych i domknietych podzbioréw F, H strzalki rozwazy¢ U(F') =
Userlz,0(2)), gdzie §(x) > 0 spetia [z,d(z)) N H = 0 ete.

Pokazac, ze istnieje ciagta surjekcja ze strzatki na N z topologia dyskretna, natomiast
nie ma takiej surjekcji ze strzatki na X = R z topologia dyskretna.

Wykazaé, ze jesli funkcje f,g: X — Y sgciagleiY € T, to zbior {x € X : f(z) = g(z)}
jest domkniety.

Rozwazmy przestrzen X = Y U {oc} z z jednym punktem skupienia: deklarujemy, ze

kazdy zbiér A C Y jest otwarty, natomiast zbiory otwarte zawierajace oo sa postaci
{0} U (Y'\ 1), gdzie I CY jest skonczony.

(a) Sprawdzié, ze faktycznie zdefiniowaliSmy topologie na X.
(b)
()

)

(d) Wykazaé, ze X jest przestrzeniag normalna.

Ustali¢, kiedy ta topologia ma baze przeliczalng i kiedy jest osrodkowa.

Podaé¢ wzory na domkniecie i wnetrze dowolnego zbioru A C X.

Sprawdzi¢, ze aksjomaty oddzielania T; dla i < 3% dziedzicza si¢ na dowolne podprze-
strzenie. Udowodni¢, ze normalnos¢ jest dziedziczna ze wzgledu na podprzestrzenie do-
mkniete (tzn. jesli X jest normalna, Y C X domknieta to Y jest przestrzenia normalna).

PROBLEMY

. Zbiér U nazywamy dziedzing otwartg jesli U = Int (U). Wykazad, ze jesli F jest domknie-

ty to U = Int F' jest dziedzing otwarta. Udowodni¢, ze dziedziny otwarte zamknigte sa
na skonczone przekroje, ale niekoniecznie na skonczone sumy.

. Zadanie Kuratowskiego: Stosujac operacje domkniecia i dopetnienia do dowolnego zbioru

A w przestrzeni topologicznej mozna otrzymacé co najwyzej 14 zbiorow.

WSKAZOWKA: Sprawdzié, ze A=~ = A~ (c oznacza dopelnienie).

. Udowodni¢, ze ciagly obraz przestrzeni normalnej przez przeksztatcenie domkniete jest

normalny.

. Jedli # € A nie jest punktem skupienia A (patrz 8) to méwimy, ze x jest punktem

izolowanym w A. Zbiér A C X jest doskonaly jesli A jest domkniety i nie ma punktow
izolowanych.

Udowodni¢ Twierdzenie Cantora—Bendixona: Kazda przestrzen X z bazq przeliczal-
ng jest postaci X = AU I, gdzie A jest doskonaly, a I przeliczalny.

WSKAZOWKA: Rozwazy¢ X, gdzie x € X© jesli kazde otoczenie z zawiera nieprzeliczal-
nie wiele elementow.

Ciag (x,) w dowolnej przestrzeni topologicznej X jest zbiezny do x € X jezeli kazde
otoczenie x zawiera prawie wszystkie wyrazy ciggu. Nastepujace przyktady pokaza, ze na
ogo6t ciagi zbiezne nie wystarczaja do opisania domkniecia zbioru (nawet przeliczalnego):
E.1. Niech X = N x NU {oc0}; N x N ma topologie dyskretna, natomiast otoczenia oo
sa postaci {oo} U Ax(g), gdzie Ax(g) = {(n,m) : n > k,g(n) > m} dla pewnej funkcji
g:N—N.

E.2. Powiedzmy, ze zbiér A C N jest maty jezeli >°,c4 1/n < co. Zauwazmy, ze kazdy
nieskonczony zbiéor B C N zawiera nieskonczony maty podzbior.

Niech X = NU {oc}; otoczenia oo sa postaci {oo} U (N'\ A), gdzie A jest maly.



