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ZWARTOSC

. Wykazac, ze w przestrzeni regularnej X mozna oddzieli¢ dwa zbiory domkniete roztaczne,

o ile jeden z nich jest zwarty.

. Wykazaé, ze jezeli {F, : t € T} jest rodzing domknietych podzbioréw zwartej przestrzeni

X, U C X jest zbiorem otwartym i (er £y € U to N, Iy € U dla pewnego n i
tiyootn €T,

. Jedli przestrzenie X, Y sa zwarte, F' C X, H C Y domkniete oraz F' x H zawiera si¢ w

otwartym zbiorze W C X x Y, to istnieja otwarte U,V , takieze ' x H CU xV CW.

Zauwazy¢, ze jesli topologia 7 na X jest zwarta, to zadna topologia istotnie bogatsza
niz 7 nie jest zwarta oraz ze zadna topologia istotnie ubozsza niz 7 nie jest T5.

WSKAZOWKA: rozwazy¢ identyczno$é X — X.

. Udowodni¢, ze jesli przestrzen K jest zwarta, to rzut m : X X K — X jest odwzorowa-

niem domknietym dla dowolnej przestrzeni regularnej X.

WSKAZOWKA: Rozwazyé¢ domkniety FF C X x K i zg ¢ m[F]. Wtedy zbior {(zg,y) :
y € K} jest zwarty i roztaczny z F.

. Niech f: X — Y bedzie takg funkcja, ze jej wykres jest domknietym podzbiorem X x Y.

Udowodni¢, ze jezeli przestrzen Y jest zwarta to f jest funkcja ciagta.

WSKAZOWKA: Poprzednie zadanie.

Nieformalnie moéwiac, uzwarceniem przestrzeni X nazywamy zwarta przestrzen X , Za-
wierajaca X, lub homeomorficzna kopie X, jako podzbidr gesty. Zbiér X \ X nazywamy
narostem uzwarcenia.

Zauwazyé, ze R = RU {o0} jest uzwarceniem prostej, jesli przyjmiemy, ze zbiory postaci
{00} U (R (n,n)) sa baza otoczen co. Podobnie, przestrzen opisana w zadaniu 15 na
liscie 7 jest jednopunktowym uzwarceniem przestrzeni dyskretnej.

. Skonstruowaé uzwarcenie prostej o naroscie dwupunktowym oraz uzwarcenia o narostach

[—-1,1], [-1,1] x {0,1}, S*, odpowiednio.

. Czym jest przestrzen powstata po uzwarceniu ptaszczyzny jednym punktem?

SPOINOSC
Opisa¢ wszystkie spojne podzbiory R.

Zauwazy¢, ze wtasnos¢ Darboux funkcji ciggtych na prostej wynika z faktu, ze ciagty
obraz przestrzeni spojnej jest spojny.

Wykazaé, ze I = [0, 1] nie jest homeomorficzny z okregiem S' rozwazajac przestrzenie
postaci I \ {z},S'\ {#}. W podobny spos6b sprawdzi¢, ze R nie jest homeomorficzne z
R2.

Ktoére sposrod liter alfabetu A, B, C, ... sa homeomorficzne? Rozwazy¢ litery prostego

kroju.

Udowodni¢, ze przestrzen postaci R?\ A jest tukowo spdjna dla przeliczalnego zbioru A.
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Przestrzen

X ={(z,y) ry=sin(l/x),0 <z < 1/7} U {0} x [-1,1],
jest zwartym podzbiorem ptaszczyzny. Sprawdzi¢, ze X jest spdjna, ale nie jest tukowo
spojna.

Niech X = {0,1,1/2,1/3,...} C R iniech C = 2" bedzie zbiorem Cantora. Czy istnieje
odwzorowanie ciggte

(i) z [0,1] na C;

(ii) z X x [0,1] na C;

(iii) z Q x C' na X x C? Na odwr6t?

Zbadaé, czy ponizsze pary przestrzeni X,Y sg homeomorficzne
() X=0QxR Y =(R\Q) xR

(i) X =Q x[0,1], Y =N x [0, 1],

Wsrod podanych przestrzeni znalezé pary przestrzeni homeomorficznych:

() Xy ={{z,y) 1y =sin(1/x),0 < || <2}
(i) Xo=X;U ({0} x [-1,1]);
(i) X3 ={(z,y) :y =sin(1/2),0 < x < 2};
(iv) Xy = X3U ({0} x [—1,1]);

(v) X5 =X3U{(0,0)}

Zauwazy¢, ze przekroj zstepujacego ciggu zbioréw spojnych nie musi by¢ spojny.
Udowodnié, ze przekréj zstepujacego ciagu zwartych i spojnych zbioréw (w pewnej prze-
strzeni metrycznej) jest zwarty i spojny.

ZADANIA UZUPELNIAJACE

Udowodni¢, ze przestrzen zwarta X jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy gdy na X
istnieje przeliczalna rodzina funkcji ciagltych X — [0, 1] , ktéra rozdziela punkty.
WsKAZOWKA: Taka rodzina pozwala zanurzy¢ X w [0, 1]N.

Udowodni¢, ze jesli K jest zwartym podzbiorem przestrzeni catkowicie regularnej X, to
kazda funkcja ciggta f : K — R przedtuza sie do funkcji ciggltej X — R.

WSKAZOWKA: X zanurza si¢ w [0, 1]7 dla pewnego T

Przestrzenie ilorazowe. Jezeli na przestrzeni topologicznej X dana jest relacja row-
nowaznosci ~ to na zbiorze X/ ~ klas abstrakcji definiujemy topologie przestrzeni ilo-
razowej, jako najbogatsza topologie, dla ktérej odwzorowanie ilorazowe ¢ : X — X/ ~
jest ciagte.

Na przyktad, mozemy w ten sposob sklei¢ zbior F' C X w punkt, biorgc relacje o klasach
abstrakcji F'i{z} dlaxz € X\ F.

Jaka przestrzen powstaje z X = [0, 1] po sklejeniu zbioru {0,1} w punkt?
Niech X = [0, 1]?. Co otrzymamy jako X/ ~ gdy



>

(i) (z,0) ~ (x,1) dla kazdego x € [0, 1] (inne klasy abstrakcji sa jednopunktowe);
(ii) dodatkowo (0,z) ~ (1, x) dla kazdego = € [0, 1].

PROBLEMY.

Udowodni¢, ze kazdy zwarty podzbior strzalki jest przeliczalny.

. Dwie strzalki. Niech

X =(0,1] x {0} U[0,1) x {1} C R

Zauwazy¢, ze podzbiory X postaci (a, b x {0}U]a, b) x{1} generuja topologie na X — taka
przestrzen nazywamy dwie strzatki (split interval), chyba widaé¢ dlaczego? Zauwazy¢, ze
zbiory otwarte z powyzszej bazy to sa odcinki porzadkowe w porzadku leksykograficznym
na zbiorze X. Udowodni¢, ze przestrzen X jest zwarta.

. Przestrzen [0,1]7 jest zawsze zwarta, ale dla [T| > ¢ nie jest ciaggowo zwarta, czyli

zawiera ciagi bez podciaggow zbieznych.

WSKAZOWKA: Przyjaé, ze T = {0, 1. Niech ,, € [0,1]{%1" bedzie zdefiniowany przez
warunek z,,(a) = a(n) dla « € {0, 1}V,

. Niech X bedzie podprzestrzenia [0, 1]¥, zlozong z tych elementéw, ktére maja tylko

przeliczalnie wiele niezerowych wspotrzednych. Udowodni¢, ze X jest ciagowo zwarta,
ale nie jest zwarta.

Udowodnié, ze nie istnieje uzwarcenie X prostej, takie ze narost X \ R sklada sie z trzech
punktow.

. Niech X bedzie zwartym i spéjnym podzbiorem ptaszczyzny. Twierdzenie Sierpinskie-

go: X nie da sie przedstawic w postaci ciggu parami roztgcznych zbiorow niepustych i
domknietych. Dow6d mozna znalezé w ksiazce Engelkinga (6.1.27).

. Niech X bedzie przestrzenia powstata z R po zlepieniu zbioru N w punkt. Udowodni¢,

ze X nie jest metryzowalna, poniewaz nie ma bazy przeliczalnej w punkcie powstatym
ze zlepienia N.

KONIEC (BYC MOZE)



