G. PLEBANEK Kombinatoryka(R) (EN LOS TIEMPOS DEL COLERA)

7. POCZATKI TEORII GRAFOW
W Krélewcu (w Prusach) jest wyspa zwana Kneiphof. . .

napisat Euler w swojej pracy z 1736, aby nastepnie odpowiedzie¢ na pytanie, czy mozna
wyjs¢ z domu, przejé¢ wszystkimi mostami nad Pregota, kazdym przechodzac tylko raz i do
tego domu powrocié. Zacznijmy od rzeczy najprostszych. Gdzie lezy owo miasto i co Euler
tam robil?

Kroélewiec: polska nazwa miasta, noszacego obecnie nazwe Kaliningrad, a wczeénie
Konigsberg, patrz Wiki . Miasto miato ciekawa historie; niestety obecnie nosi imi¢
zbrodniarza z czaséw stalinowskich.

Euler: Leonard Euler (przyblizona wymowa [Ojler]) — gigant matematyki XVIII wie-
ku byl Szwajcarem, ale przez wiekszos¢ swojego zycia przebywal w Rosji; przeczytaj
o geniuszu w w Wikipedii.

Aby zrozumieé zagadke nalezy obejrze¢ mape (kopia z Wiki; patrz tez tutaj)
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Zagadka jest prosta, jesli zrozumiemy, ze nalezy wyeliminowac z rysunku zbedne elementy
i narysowac taki schemat

Kazdy kawatek ladu zostal Scisniety do punktu (poruszanie si¢ po wyspie lub po jednym
z brzegdw nie jest istotne), a punkty potaczono krawedziami, aby zaznaczy¢ mosty (ksztaltt
krawedzi tez nie jest istotny). I tak powstal pierwszy w historii matematyki graf. Jesli nie
znamy odpowiedzi na pytanie o spacer wszystkimi mostami to warto samemu wymysli¢,


https://pl.wikipedia.org/wiki/Kaliningrad
https://pl.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://www.wiw.pl/delta/mosty.asp

dlaczego nie mozna powyzszego grafu narysowaé ‘bez odrywania otéwka od papieru’ (albo
przeczytaé twierdzenie ponizej).

Graf (chwilowo rozwazamy wylacznie tak zwane grafy nieskierowane) to jest bardzo
prosta struktura matematyczna; aby zdefiniowaé¢ graf G = (V| F') wymieniamy po pierwsze
zbiér wierzchotkéw V' (po angielsku wertices lub nodes) oraz zbiér krawedzi edges), czyli
pewny zbiér dwuelementowych podzbioréw zbioru V. Jezeli zaznaczymy na ptaszczyznie
punkty odpowiadajace elementom z V' to fakt, ze dla pewnych a,b € V zbior E zawiera
pare {a, b} mozna zaznaczy¢ taczac a i b kreska. Grafy skonczone duzo przyjemniej ogladaé
na takim rysunku niz wyliczaé recznie zbior krawedzi.

Tak przynajmniej definiujemy grafy proste. Aby nawigza¢ do grafu Eulera powyzej za-
uwazmy, ze z lewego wierzchotka prowadza dwie krawedzie do wierzchotka goérnego (do
dolnego tez). Oznacza to, ze ten graf nie jest grafem prostym (dla ktérego E jest po prostu
zbiorem), a raczej jest multigrafem — zbiér jego krawedzi jest zbiorem z powtérzeniami. Je-
zeli oznaczymy V = {a,b,c,d} (od lewego wierzotka, zgodnie z ruchem zegara) to mozemy
napisaé

E= {2 {a7b}a2' {avd}vl ’ {CL,C},l ’ {b,C},]_ ’ {d7c}}
Definicja 7.1. Stopien wierzchotka z € V' w grafie G = (V, E) definiujemy jako

deg(z) = {y € V\{z}: {z,y} € E}|.
Jezeli G = (V) E) jest multigrafem to przy liczeniu deg(z) dodajemy do siebie krotnosci,
z jakimi wszystkie krawedzie postaci {z,y} wystepuja w zbiorze z powtérzeniami E.

Najprosciej méwiac deg(x) to liczba krawedzi prowadzacych do wierzchotka x. Zauwazmy,
ze deg(z) moze by¢ rowne 0.

Definicja 7.2. Droga (Sciezka) w grafie G = (V, E) to ciag (niekoniecznie réznych) wierz-
chotkéw zg, x4, ..., x, € V, takize {z;_1,z;} € F dlakazdegoi = 1,2,...,n. Jezeli zqg = x,
to droge nazywamy cyklem.

Graf nazywamy spdjnym jezeli kazde dwa rézne jego wierzchotki mozna potaczy¢ droga
w tym grafie.

Na bazie problemu mostow krolewieckich powstata nastepujaca terminologia. Graf jest
eulerowski jezeli w tym grafie istnieje cykl Eulera, to jest taki cykl, ktory zawiera wszystkie
krawedzie grafu. Doktadniej, jezeli graf jest prosty to kazda krawedz w cyklu Eulera wyste-
puje doktadnie raz. Jezeli jest to multigraf, to kazda krawedz wystepuje w cyklu Eulera tyle
razy, ile wynosi jej krotno$¢ w zbiorze E. Pierwsze twierdzenie teorii graféw przedstawia
sie nastepujaco.

Twierdzenie 7.3 (Euler). Spdjny multigraf posiada cykl Eulera wtedy i tylko wtedy gdy
stopien kazdego wierzchotka jest liczbg parzystq.

Dowadd. Konieczno$¢ warunku jest prawie oczywista: jezeli istnieje cykl Eulera to musi on
‘wejs¢’ do danego wierzchotka tyle razy, ile z niego ‘wychodzi’.

Dla sprawdzenia dostatecznosci zatézmy chwilowo, ze graf jest prosty (tylko po to, aby sie
tatwiej wystowi¢). Zauwazmy, ze graf o parzystych stopniach wierzchotkéw ma nastepujaca
wlasnosc¢:



TEzA. Kazda krawedZ zawiera sie w pewnym cyklu.

W oparciu o Teze mozemy rozumowac na przyktad tak:

(A) Rozwazy¢ najdtuzszy cykl w grafie i sprawdzi¢, ze jest on cyklem Eulera.

(B) Rozumowaé¢ indukcyjnie: rozwazy¢ pewien cykl C' w grafie i usunaé jego krawedzie.
Pozostanie graf o parzystych stopniach wierzchotkéw, ale niekoniecznie spéjny. W kaz-
dej sktadowej spojnosci istnieje cykl Eulera. Nalezy je wszystkie potaczy¢ za pomoca
C w jeden cykl.

Mozliwos¢ modyfikacji tego rozumowania dla multigrafu to zadanie dla czytelnika.  [J

W tym miejscu zaznaczmy, ze powyzsze dowody sa troche niekonstruktywne, ale istnieja
algorytmy znajdujace cykl Eulera w grafie; najstarszy to algorytm Fleury’ego, patrz: tuta]
lub tutaj

Whiosek 7.4. Spdjny multigraf posiada droge Fulera (przechodzqcq kazdg krawedZ doklad-
nie raz) wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wierzcholki w grafie majg stopieni parzysty lub
1stniejq doktadnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

Dowdd. Rozwazmy G = (V, E) i wierzchotki x # y ze zbioru V' stopnia nieparzystego.
Dorysujmy dodatkowa krawedz pomiedzy x i y. Formalnie: definiujemy G’ = (V, E’), gdzie
E’ powstaje z E przez zwigkszenie krotnosci {x, y} o jeden (krawedz ta pojawia sie, jesli jej
wczesniej nie byto). Nowy graf ma wszystkie wierzcholki stopnia parzystego, wiec na mocy
twierdzenia Eulera [7.3| w G’ istnieje cykl Eulera. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze usuniecie
dodatkowej krawedzi z tego cyklu definiuje droge Eulera w wyjsciowym grafie G. (Warto
w tym miejscu zrobi¢ orientacyjny rysunek lub poéwiczy¢ na Rysunku przyjmujac na
przyklad, ze przedstawia on graf G’; a w G nie ma krawedzi {4,9}.) O
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Przyktad 7.5. @


https://www.youtube.com/watch?v=vvP4Fg4r-Ns&t=161s
https://www.youtube.com/watch?v=F4BM6fnLl04

Nastepny istotny rozdzial rozdzial w historii graféow dzieje sie dopiero w wieku XIX.
Aby wypehié luke, popusémy wodze fantazji — jezeli ponizsza historia nie jest do konca
prawdziwa, to powinna sie wydarzyc¢.

Oto6z niejaki Bill Hamil, cztek podejrzanej konduity, acz bardzo bystry, napisat do Eu-
lera list ze skarga, ze w stynnym artykule Eulera nie ma rozwiazania jego problemu. Bill,
zolnierz-najmita, w kazdym miescie, w ktérym przebywal, zaznaczal na swojej mapce
wszystkie piwiarnie oraz Sciezki miedzy nimi i nieraz si¢ glowit, jak wyjs¢ z garnizonu,
zakosztowaé trunku w kazdej knajpie i bezpiecznie wrocié (chwiejnym krokiem) na nocleg.
A Ze jego zasady byly niezlomne, nie pozwalal sobie na dwukrotne odwiedziny w zadnej
piwiarni.

Eulera problem zaciekawitl i zaczal zastanawiac sie, jak scharakteryzowac¢ grafy Hamila,
posiadajace cykl odwiedzajacy kazdy wierzchotek dokltadnie raz (rzecz jasna poza pierw-
szym, ktory jest jednoczesnie ostatni). By¢ moze Leonard spedzit wiele bezsennych nocy,
aby zadowoli¢ dociekliwosé¢ piwosza, ale rozwiazania, dos¢ sfrustrowany nie znalazt (mate-
matyka moze sfrustrowaé nawet geniusza). Eulerowi na pocieszenie wypada powiedzieé, ze
nikt tego problemu do dzisiaj nie rozwiazat!

Historia powyzsza ulegta zapomnieniu i problem zostal wprowadzony do matematyki
przez Sir Williama Hamiltona/w wieku XIX. Dlatego méwimy o cyklach Hamiltona i grafach
hamiltonowskich (a Bill Hamil przepadl bez wiesci).

Przyktad 7.6. Sprobujmy znalezé¢ cykl Hamiltona w takim grafie:
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Rozstrzygniecie, czy dany graf jest hamiltonowski i znalezienie odpowiedniego cyklu to
wazne problemy z teoretycznych podstaw informatyki; studenci nieznajacy jeszcze hasta
problem NP-zupelny na pewno jeszcze o tym magicznym terminie ustysza.

Istnieje wiele wynikow czesciowych, rozwiazujacych zagadnienie Hamiltona dla pewnych
specjalnych grafow. Ponizej twierdzenie Ore z 1960 roku.

Twierdzenie 7.7. Niech G = (V, E) bedzie grafem (prostym, a nie multigrafem), takim Ze
n=1|V|> 3. Zaléimy, ze

(Ore)  deg(z) + deg(y) > n,
dla dowolnej pary réznych x,y € V.. Wtedy G posiada cykl Hamiltona.

Dowadd. Zauwazmy, ze w twierdzeniu nie ma zatozenia o spdjnosci; spdjnosé jest konsekwen-
ja warunku Ore: Przypuszczajaé, ze V' jest suma dwodch roztacznych niepustych zbiorow


https://pl.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton

A, B, takich ze nie ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami z A i z tym z B, wybierzmy
dowolne x € Aiy € B. Wtedy

deg(x) +deg(y) < |[A| — 1+ |B| -1 < |A|+ |B| = |V]| = n,

co przeczy warunkowi Ore.
Rozwazmy teraz najdtuzsza droge x4, ..., x, w grafie, taka ze wierzchotki wystepujace w
tej drodze sg parami rézne.

Przypadek [r =n]; wszystkie wierzchotki droga odwiedzita. Jezeli {z,,z1} jest krawe-
dzia to wtedy te droge mozna uzupethi¢ do szukanego cyklu. Rozwazmy wiec przypadek

{zp, 21} ¢ E.
TEZA. Istnieje ¢, takie ze {x1,z;},{zp, x; 1} € F
Dowdd tezy. Niech
A={2<i<n—-1:{z,0;} € E}, B={2<i<n—1:{z,,z;} €E};

dodatkowo oznaczmy przez B + 1 kompleksowe przesuniecie zbioru B w prawo. Z warunku
Ore mamy |A| + |B| > n. Poniewaz A, B C {2,...,n— 1} i B+ 1 ma co najmniej |B| — 1
elementéw w {2,...,n — 1} wiec AN (B+1) # 0 (inaczej n — 2 — (|B| — 1) > |A|, czyli
|A| 4+ |B| <n—1). Biorac i € AN (B + 1) otrzymujemy teze.

Teza pozwala wypisa¢ cykl Hamiltona: x1,...,2; 1,2, Tpn_1,...,2;,x1 1 to konczy te
czes¢ dowodu.

Przypadek w istocie nie moze zaji¢ z powodu maksymalnoéci rozwazanej drogi.
Jesli r < n to owa maksymalnosé oznacza, ze wierzchotki xy, x, tacza sie krawedziami tylko
z wierzchotkami ze zbioru {z1, ..., z,}. Pierwsza cze$¢ dowodu pozwala wigc ustawié wierz-
chotki xy, ..., x, w cykl. Teraz, biorac v € V' \ {z1,...,z,.} mozemy doj$¢ do sprzecznosci,
definiuja¢ dtuzsza droge, pdobnie jak w dowodzie Twierdzenia O

Dodajmy na koniec, ze cykle Hamiltona wigza si¢ z klasycznym zagadnieniem optymali-
zacji, problemem komiwojaZeraﬂ

Komiwojazer planuje swoja podréz i studiuje poltaczenia miedzy miastami (wraz z cenami
biletow). Zastanawia sie, jak odwiedzi¢ wszystkie miasta, tak aby wyszto najtaniej. Jesli
zatozymy, ze rozwazamy pelny graf na n wierzchotkach (w ktérm sa wszystkie mozliwe
krawedzie) i kazda krawedz ma przypisana pewna wage (cene przejazdu), to szukamy cyklu
Hamiltona, ktory bedzie najtanszy. Problem ten mozna rozwiaza¢ na wiele sposobéw. na
przyktad znajdujac zadawalajace rozwiazanie bliskie optymalnemu. Zauwazmy, ze szukanie
‘na chybit trafil’ nie jest dobrym pomystem: mamy 10! > 3500000 mozliwosci na zalednie
10 wierzchotkach.

Problemy Eulera (czy mozna prej$é¢ wszystkie krawedzie) i Hamiltona (czy mozna od-
wiedzi¢ wszystkie wierzchotki) brzmia bardzo podobnie, ale dzieli je przepas¢.

ltermin przestarzaly, teraz méwimy sales representative



	7. Poczatki teorii grafów

