DD & GP Kombinatoryka (R) — AuTOBUS B 1 C

B.1 Tle jest permutacji zbioru {1,...,n} ktére nie maja podciagu rosnacego dtugosci 37

B.2 Wyznaczy¢ liczbe S,, (nieuporzadkowanych) par spaceréw na plaszczyznie o nastepujacych
wlasnosciach: spacery zaczynaja si¢ w punkcie (0, 0), koricza sie w punkcie (n,n) i wspdlne
maja tylko konce, przy czym kazdy spacer wykonuje tylko kroki dtugosci jeden w prawo lub
w gore.

Jak liczby S, sa zwiazane z liczbami Catalana?

B.3 Niech G bedzie grafem 3-regularnym (to znaczy kazdy wierzcholek jest stopnia 3), a {u, v}
bedzie jego krawedzia. Wykazaé, ze liczba $ciezek Hamiltona o poczatku w u i konicu w v
jest parzysta.

B.4 Pokazaé, ze w planarnym grafie, ktory ma cykl Eulera, mozna pokolorowa¢ $ciany na 2 kolory
tak, by $ciany po obu stronach dowolnej krawedzi byty innego koloru.

C.1 Dany jest ciag a, zadany przez ag = 7,a1 = 51 apqr2 = 3 - ant1 + an + 5. Udowodnié, ze
istnieje n takie, ze 0 < n < 10'® oraz a, + 21 jest podzielne przed 10°.

C.2 Udowodni¢, ze wsréd dowolnych 2n + 1 prostych na ptaszczyznie potozonych tak, ze kazda
para tych prostych przecina sie, a w kazdym punkcie przecinaja sie co najwyzej dwie z tych
prostych, istnieja 3 proste, ktére ograniczaja trojkat, ktérego jeden z katéw ma miare wicksza
niz m — w/n.

C.3 Udowodni¢, ze dla dowolnego n zachodzi
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C.4 Na ile sposobow mozna wybraé¢ z powtorzeniami r liczb ze zbioru {0,...,2m — 1} tak, by
kazda liczbe mniejsza niz m wybraé co najwyzej raz, a kazda liczbe nie mniejsza niz m
wybraé parzyécie wiele razy.

C.5 Udowodni¢, ze jezeli dwie funkcje f,g okreslone na skoniczonym zbiorze X spelniajag dla
kazdego x € X warunek f(z) # g(z) to istnieje A C X, taki ze |A| > | X|/41 f[A]Ng[A] = 0.
Inaczej rzecz ujmujac: jezeli funkcja h : X — Y X Y nie przyjmuje wartosci na przekatnej
to istnieje B C Y, taki ze

[n71 B x (v \ B)]| = |X|/4

C.6 Zacznijmy od pewnego spostrzezenia dotyczacego permutacji. Przykladowa permutacja o zbioru
{1,2,...,6} w postaci macierzowej:
1 2 3 4 5 6
6 5 2 4 3 1

gdzie zapis oznacza, ze o(1) = 6, 0(2) = 5 itd. Kazda permutacje mozna rozlozy¢ na rozitaczne
cykle; w przyktadzie o = (16)(253)(4) — w nawiasie kazdy element przechodzi na nastepny, ostatni
na pierwszy.

A teraz do rzeczy: Dla danego n i k > n, obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo utworzona
permutacja 2n elementow zawiera cykl dtugosci k. Oszacowac (z gory) prawdopodobieristwo,
ze losowa permutacja 2n elementéw zawiera cykl dtugosci > n.

Wskazéwki do zadan 1-4 u DD; autorem zadania 5 jest PBN. Dla leniwych pasazeréw: zastosowanie
i rozwigzanie 6 znajduje sie [TUTAJ


https://www.youtube.com/watch?v=iSNsgj1OCLA&t=1s

