G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 10

DRZEWA ROZPINAJACE

1. W pelnym grafie K,, (majacym n wierzchotkéw i wszystkie krawedzie) jest n"2 drzew
rozpinajacych. Przypomnijmy, ze kod Priifera wyznacza bijekcje pomiedzy zbiorem drzew
rozpinajacych i zbiorem C' = {1,...,n}" 2 dzialagjac wedlug recepty

Dla grafu majgcego co nagmniej 2 krawedzie zapisz numer wierzchotka, do ktorego przylg-
czony jest lis¢ o nagmniejszym numerze; nastepnie usun ten lisé.

Zauwazy¢, ze rozne drzewa rozpinajace majg rézne kody. Nastepnie trzeba wykoncypowaé
metode rysowania drzewa na postawie kodu (lub zajrzeé¢ do Wiki). To pokaze, ze kazdy
ciag ze zbioru C' koduje pewne drzewo rozpinajace.

2. Grafem dualnym do grafu planarnego (V, F) (wyznaczajacego zbiér Scian F') nazwiemy graf
(F, F), w ktorym kazda krawedz taczy obszary, ktére rozdziela.
Inaczej moéwigc, mozna utozsamic¢ $ciane f € F' z pewnym punktem p; do niej nalezacym
i polaczy¢ krawedziami te pary py i pg, dla ktérych Sciany f i g maja wspolng krawedz w
wyjsciowym grafie.
Pokazaé, ze jesli (V, E') jest drzewem rozpinajacym w planarnym grafie (V, E) to (F, E\ E")
jest drzewem rozpinajacym w grafie dualnym (F, F'). Wywnioskowa¢ stad formute Eulera.

SYSTEMY ROZNYCH REPREZENTANTOW (SRR)

Przypomnijmy, ze ciag zbiorow A = (Aj, As, ..., A,) ma system réznych reprezentantow
(SRR), zwany tez transwersala, jezeli istnieja rézne punkty z1, ..., z,, takie ze x; € A; dla
kazdego i < n.

3. Niech A = (A1, As, ..., A,) bedzie ciagiem zbioréw spelniajacym silniejszy Warunek Halla

|A;, UA, U...UA;, | > k+1,

dla kazdego k = 1,2,...,n i dowolnego wyboru k réznych indekséw iy, is,..., 7. Niech x
bedzie elementem z A;. Pokazaé¢, ze A ma SRR, w ktérym x reprezentuje Aj.

4. Udowodni¢, ze jezeli kazdy zbioér z ciggu A ma > d elementéw, a kazdy punkt nalezy do co
najwyzej d zbioréw z A (gdzie d > 0 jest ustalone) to taki ciag ma SRR.

5. Udowodnié, ze ciag A = (Ay, As, ..., A,) niepustych podzbioréw skonczonego zbioru X ma
SRR wtedy i tylko wtedy gdy [{i: A; C Y}| < |Y| dla kazdego Y C X.

6. Po rozgrywce brydzowej talia 52 kart jest podzielona na 13 lew po 4 karty. Udowod-
ni¢, ze mozna z kazdej lewy wybraé po jednej karcie, tak aby otrzymaé wszystkie figury
2,3,...,10,W, D, K, A (bez uwzgledniania koloréw).

KOJARZENIE PAR

Przypomnijmy, ze w danym grafie dwudzielnym G = (5,7, F), jezeli M C E jest skoja-
rzeniem par to tancuch alternujacy pozwala skojarzy¢ | M|+ 1 par. Poszukiwanie tanicucha
alternujacego przebiega nastepujaco:


https://pl.wikipedia.org/wiki/Kod_Pr%C3%BCfera

10.

(i) nadaj etykiete (*) wszystkim tym wierzchotkom z S, ktére nie maja pary w M;

(i) jesli s; € S dostal w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (s;) tym wierzchotkom
z T, ktore sg potaczone krawedzia spoza M i dotychczas nie miaty etykiety;

(iii) jeslit; € T dostatl w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (¢;) tym wierzchotkom
z S, ktore sa potaczone krawedzig z M i nie miaty etykiety.

Kazdy wierzchotek moze dosta¢ co najwyzej jedna etykiete. Jezeli etykiete dostat wolny
wierzchotek z T' to w ten sposob znajdujemy tancuch alternujacy. W przeciwnym przypad-
ku, jak udowodnimy na wyktadzie, skojarzenie jest maksymalne. Warto po¢wiczy¢!

Zauwazy¢, ze twierdzenie Halla o malzenstwach i twierdzenie o SRR sa réwnowazne w tym
sensie, ze jedno tatwo wynika z drugiego.

. Zauwazy¢, ze jesli w grafie dwudzielnym G = (S, T, F) stopien kazdego wierzcholtka z S

jest dodatni i nie mniejszy niz stopien dowolnego wierzchotka z T' to w G mozna skojarzy¢
|S| par.

. Zauwazy¢, ze jezeli w grafie dwudzielnym G = (S, T, E), gdzie |S| = |T'| = n nie ma zbioréw

blokujacych mocy < n to graf spetnia warunek Halla |G[A]| > |A| dla kazdego A C S.

Wyprowadzi¢ twierdzenie Halla o malzenstwach z twierdzenia Koniga-Egervary’ego:

W grafie dwudzielnym maksymalna liczba skojarzonych par jest réwna minimalnej mocy
zbioru blokujgcego.



