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1. WSTEP

Kazda miara probabilistyczna na przestrzeni zwartej K dziala poprzez catkowanie na
dowolng funkcje ciagta okreslong na tej przestrzeni. Z tego powodu naturalnym wyborem
topologii dla przestrzeni miar probabilistycznych (oznaczonej dalej jako P(K)) jest naj-
mniejsza taka topologia, ze odwzorowanie

M'—>/fdu

jest ciggle dla kazdej funkcji cigglej f. Tak zdefiniowana przestrzen jest przedmiotem za-
interesowania w analizie funkcjonalnej: te topologie nazywa sie wowczas *-stabg topologia.
Nietrudno pokazaé, ze miary rozumiane jako calki sa funkcjonatami na C'(K). Co wiecej,
klasyczne twierdzenie Riesza mowi, ze wszystkie funkcjonaly mozna utozsamié¢ z miarami
znakowanymi na K (oznaczanej jako M(K)). Celem tej pracy jest jednak zbadanie struk-
tur tych przestrzeni jako takich.

Struktura P(K) dla nieskonczonej zwartej i metryzowalnej przestrzeni K jest znana.
Wtedy przestrzen miar jest homeomorficzna z kostka Hilberta [0,1]“ ([5]). W tej pracy
ograniczymy sie do studiowania niemetryzowalnych przestrzeni P(2%) dla nieprzeliczalnych
liczb k. Przestrzenie, na ktorych miary sa definiowane, sa zerowymiarowe, a zatem *-staba
topologia sprowadza si¢ do topologii zbieznosci na zbiorach otwarto-domknietych i moze-
my te przestrzen utozsamic z przestrzenia skonczenie addytywnych miar probabilistycznych
na algebrze zbioréw otwarto-domknietych P(Clop(2¥)). Drugim bohaterem tej pracy jest
M (2%), przestrzen miar znakowanych o wahaniu nie wiekszym niz 1, ktéra w podobny
spos6éb mozna utozsamic¢ z przestrzenig skonczenie addytywnych miar znakowanych o wa-
haniu < 1 na zbiorach otwarto-domknietych, M;(Clop(27)).

W rozdziale 3. pokazemy, ze dla nieprzeliczalnych k przestrzenie M;(Clop(2~)) oraz
P(Clop(2¥)) nie sa homeomorficzne. Pomocnicza wlasnos¢ (x), ktéra odrdznia te przestrze-
nie, okresla w pewnym topologicznym sensie wielko$¢ przestrzeni.

W rozdziale 4. udowodnimy, ze dla k > w; przestrzeii P(Clop(2*)) nie jest retraktem
przy rozumieniu jej jako podprzestrzeni [0, 1]9P") ani My ,5(Clop(2")). W tym rozdzia-
le skorzystamy technicznych lematéw udowodnionych przez Ditora i Haydona w [2], gdzie
udowadniaja oni, ze P(Clop(2")) nie jest absolutnym retraktem. W kluczowym miejscu jed-
nak zmienimy strategi¢ dowodu. Dodatkowo niewielka zmiana naszego rozumowania daje
nam drugi wynik, o ktorym Haydon i Ditor nie wspominaja.

Z tego miejsca warto wspomnie¢ prace Plebanka [5] oraz Fedorchuka [4], po ktére moze
siegnac¢ czytelnik zainteresowany szerszym ogladem tej teorii.

2. WIADOMOSCI WSTEPNE

2.1. Przestrzenie miar na algebrach Boole’a. Bedziemy rozwazac przestrzen miar pro-
babilistycznych oraz miar znakowanych (o ustalonym ograniczeniu wahania) na pewnych
algebrach Boole’a. Dla ustalonej algebry Boole’a A przez P(A) rozumiemy zbiér skoni-
czenie addytywnych miar probabilistycznych na A, za$ przez M, (A) bedziemy oznaczaé
przestrzen skonczenie addytywnych miar znakowanych o wahaniu < r. W zakresie podsta-
wowych wtasnosci algebr Boole’a odsytamy czytelnika do monografii Kopellberg [9], ale w
tej pracy bedziemy poshugiwaé sie klasyczna notacja dziatan boolowskich (a Vb, a Ab, a—b).



Definicja 2.1.1. Funkcja na algebrze u jest skonczenie addytywna miarg probabilistyczna,
gdy spehlia warunki

(1) p(1a) =1, p(04) = 0.

(2) plaVb)=p(a)+ pud) gdy a Nb =04,

(3) wu(a) > 0 dla kazdego a € A.

Warunki (2) i (3) pociagaja warunek p(a) < u(b) gdy a < b. Wobec tego zachodzi
inkluzja P(A) C [0, 1]4, dlatego na P(A) zadajemy topologie podprzestrzeni.

Twierdzenie 2.1.2. Przestrzen P(A) jest domknigtg podprzestrzenig [0, 1]4.

Dowdd. Zatoimy, ze f € [0,1]*\P(A). Jezeli f(14) # 1, to wtedy dla pewnego ¢ > 0
zachodzi |f(14) — 1| > €. Wobec tego

{helo,4: |h(1a) = F10)| < e} NP(A) = 0.
Podobnie znajdujemy otwarte otoczenie omijajace P(A) gdy f(04) # 0.

Zalézmy teraz, ze f nie spetlnia warunku (2) z definicji Wtedy dla pewnych a,b €
A, spelniajacych a A b = 04, oraz pewnego € > 0 zachodzi |f(a V b) — f(a) — f(b)| > e.
Zatézmy, teraz, ze funkcja h € [0, 1] speia warunki

(1) |h(a) = f(a)| < %,

(2) |h(b) = f(b)] < %,

(3) |h(aVb) — flaVb)| <3
Obliczamy wtedy

(@ Vv b) = h(a) = h(b)] > [ [f(a) + f(b) = flaV b)] -

= [h@) ~ F(@] = [h(0) = FO)] = [(a VD) ~ flaV D] > 7.
Warunki (1)-(3) zadaja otwarte otoczenie funkeji h omijajace P(.A). O

7 klasycznego twierdzenia Tichonowa przestrzen [0, 1] jest zwarta, wobec tego kazda jej
domknieta podprzestrzen rowniez jest zwarta. Stad P(A) jest przestrzenia zwarta.

Teraz przedstawimy kilka faktow dotyczacych skonczenie addytywnych miar znakowa-
nych. Po wiecej informacji czytelnik moze siggna¢ do artykutu Yosidy i Hewitta [10].

Definicja 2.1.3. Niech p bedzie skonczona funkcja na algebrze A. Powiemy, ze u jest
skonczenie addytywna miarg znakowana, gdy spetnione sg warunki

(2) plaVvb) = p(a)+ pu(b) gdy a Ab =04,
(3) supyea lp(a)| < oo.

Miary znakowane z dziataniami punktowymi tworzg przestrzen liniowa (przez 0 bedziemy
rozumie¢ miare stale réwna 0).

Definicja 2.1.4. Niech p bedzie miarg znakowana na A. Definiujemy jej wahanie wzorem

|1l (a) = Sb1<11;(|ﬂ(b)| + [p(a = b)|).



Lemat 2.1.5. Wahanie miary p jest addytywng, nieujemng funkcjg na A.

Dowadd. Nieujemno$é jest oczywista. Sprawdzamy addytywnosé. Niech a; Aas = 0 4. Mamy
wtedy

ul(ar V az) = sup{|u(b)| + [n((a1 V az) = )| : b < a1V as} =
sup{|p(ar A D) + pi(az AD)| + |p(ar A (La = b)) + plaz A (La = b))| : b € A} <
sup{|u(ar AD)| + [p(az A b)| + |p(ar A (La = b))| + [ulaz A (1a = b)) : b € A} <
|pl(a1) + |pf(az).

Niech teraz by < a1, by < as beda takie, ze

|12(b1)| + [p(ar — br)
12(b2)] + |p(az — by)
Bez straty ogoélno$ci mozemy zatozy¢ réwniez, ze
pu(br) >0, par —b1)
p(b2) >0, plaz —bs)

| > |pl(ar) —e/2
| > [ul(az) —e/2.

Y

<0
< 0.

Wtedy zachodzi

ul(ar) + |pl(az) — e < [u(b)] + u(ar — bo)| + |p(b2)| + [p(az — ba)| =
(b1 V b2)| + [p((a1 V az) — (b1 V b2))] < |uf(ar V az).
]

Skoro wahanie jest nieujemne, to zachodzi nieréwnosé |u|(b) < |p|(a) o ile b < a. Co
wiecej, zachodzi rowniez

()] < ul(a).
Wobec tego kazda miare znakowang mozemy zapisa¢ jako

p=pt—p,
p| — ) /2. Te miary zas sa nieujemne. Ponadto dla kazdego a
| < lu

gdzie p* = (lul+p)/2, 1~ = (
a)| < |u|(14). Liczbe |u](14) nazywamy absolutnym wahaniem

spelniona jest nieréwnosé |u(
miary pu.

|
)
Definicja 2.1.6. Przestrzen M,(A) C [—r, r]* jest przestrzenia miar o absolutnym waha-
niu < r.

Dowod nastepnego twierdzenia przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia [2.1.2
dlatego go pomijamy.
Twierdzenie 2.1.7. Przestrzen M,(A) jest domknietq podprzestrzeniq [—r, 7]

Tak samo zatem jak w przypadku P(A) wnioskujemy,ze przestrzen M, (A) jest zwarta.
Lemat 2.1.8. Zachodzi réwnosé

M, (A) = {ap — Bpa : pa, 2 € P(A),a+ B <1, 3 > 0}



Dowdd. Zatdézmy, ze u = apu; — Bus dla pewnych miar probabilistycznych piq, o, Wtedy
zachodzi

_5 < [,L((l) < a,
a zatem |p|(a) < B+ «. Niech teraz |u|(14) < r. Wystarczy pokazaé, ze

pt(g) +pm (L) <7
Zachodzi jednak
pt =l
OJ

2.2. Algebry zbioréw otwarto-domknietych. W tym rozdziale rozwazymy pewne al-
gebry zbiorow. Algebra, ktora bedzie nas szczegdlnie interesowac, jest algebra bazowych
zbioréw otwarto-domknietych przestrzeni ciagéw {0, 1}* (oznaczanej dalej jako 2") dla pew-
nej nieskonczonej liczby kardynalnej x (liczby kardynalne bedziemy traktowaé jak zbiory
liczb porzadkowych mniejszych od niej samej). Oznaczamy ja jako Clop(2*). Beda nas row-
niez interesowaly jej pewne podalgebry. W tym rozdziale udowodnimy proste fakty oraz
przypomnimy klasyczne definicje dotyczace ogolnej teorii algebr Boole’a, ktore pdzniej za-
stosujemy do podalgebr Clop(2~).

Niech Z C A C P(X) bedzie dowolna rodzina podzbioréw pewnej algebry zbiorow A.
Wtedy przez (Z) rozumiemy najmniejsza algebre podzbioréow X, ktora zawiera Z.

Lemat 2.2.1. Niech A € (Z) bedzie elementem algebry podzbioréw X generowanej przez
rodzine Z. Wtedy

A=(zrn..NnzHu..uErn..nzm
dla 2 € ZU{D,X}.
Dowadd. Rodzina elementéw spekiajacych tej postaci jest zamknigta na sumy oraz zawiera

wszystkie generatory, wiec aby uzasadnié¢ teze, wystarczy sprawdzi¢, ze rodzina ta jest
zamknieta na branie dopetnien. Mamy wtedy

(An.nzhuuErn..n] = UN ] = NUE» =

i<m j<n i<m j<n
- U ( ﬂ (Zé(i))c)

ec{1,...,n}{Lom} in

OJ

W dalszej czesci przydatne bedzie oznaczenie zbioréw, ktore, jak niebawem udowodnimy,
generuja algebre Clop(27). Niech «v € k oraz i € {0, 1}. Wtedy oznaczamy

C! = {x €2": z(a) = z}
Zbiory tej postaci oraz ich przekroje nazywamy cylindrami.

Lemat 2.2.2. Algebra zbioréw otwarto-domknietych Clop(2¥) jest generowana przez cylin-
dry.



Dowaéd. Cylindry sa otwarto-domknigte, wiec zachodzi zawieranie
(C . i€{0,1},a < k) C Clop(2").

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze kazdy zbior otwarto domkniety jest suma skonczenie wielu
cylindrow. Ustalmy zatem zbiér otwarto-domkniety A. Skoro A jest otwarty, to jest on sumag
cylindréw: A = Uge e Ck. Z domknigtoéci wnioskujemy, ze A jest zwarty, wiec A = U,y Ck,
dla pewnego N oraz ki, ....ky € K. O

Definicja 2.2.3. Niech I C k oraz A C 2*. Bedziemy oznacza¢ A ~ I, gdy dla dowolnego
x € A oraz dowolnego y € 2% zachodzi y € A gdy y [;= x [;. Powiemy wtedy, ze A jest
wyznaczony przez I. Oznaczymy réwniez

Cr={A€Clop(2"): A~1T}

Uwaga 2.2.4. 7 tej definicji wynika, ze jezeli mamy A C 2% oraz dla pewnego I C J C &
zachodzi A € Cy, to wtedy A € C;.

Jezeli I C k, to symbol 7; oznacza rzutowanie ciagu na wspoétrzedne I. Innymi stowy
funkcja 7y : 28 — 2! zadana jest wzoremm;(z) =z |7 .

Lemat 2.2.5. Niech A C 2" oraz I C k. Zachodzi relacja A ~ I wtedy i tylko wtedy, gdy
—1 _
7 [mrlA]] = A.

Dowdd. Zatézmy, ze A ~ I. Oczywiste jest, ze A C 77! [n;[A]], wiec wystarczy udowodnié
zawieranie w druga strone, Niech 2 € m; *[r;[A]]. To oznacza, ze 7;(z) = 7;(y) dla pewnego
a € A. To za$ oznacza, ze x [;= a [;. Wobec tego z zalozenia x € A. Zatézmy teraz, ze
A = 77 m[A]]. Ustalmy x € X takie, ze x [;= a |; dla pewnego a € A. Wtedy mamy
x € mptr[A]] = A. O

Whniosek 2.2.6. Jezeli I jest zbiorem skonczonym, to C; jest zbiorem skoriczonym.
Dowdd. Mamy |C;r| < |Clop(27)] < R. O

Lemat 2.2.7. Jezeli A ~ I, oraz B ~ I, to wtedy
(1)) ANB ~ I4Ulpg,
(2) A® ~ 14.

Dowdd. Zalézmy, ze y € 2" oraz y [1,ur,= « [1,u1, dla pewnego x € AN B. Wtedy w
szczegolnosci zachodzi y [;,= x [1,, a zatem y € A. Podobnie uzasadniamy, ze y € B,
co konczy dowdd pierwszego punktu. Niech teraz y € 2" oraz y [;,= x [7, dla pewnego
x € A°. Dla kazdego z € A mamy wtedy ¢ € 14 takie, ze

2(i) # (i) = y(i).

Wobec tego dla kazdego z € A mamy y # z, a zatem y € A°. O
Whiosek 2.2.8. Jezeli A ~ 14 oraz B ~ Ig, to wtedy AUB ~ I, U Ig.
Dowdd. Mamy AU B = (A°NB°)¢ ~ 14U Ip. O]

Whniosek 2.2.9. Rodzina C; z dziataniami mnogosciowymi jest algebrg Boole’a.

Lemat 2.2.10. Jezeli A~ 1 oraz A~ J, to A~1NJ.



Dowdd. Jezeli A = (), to teza jest spelmiona. Zalézmy, ze A jest niepusty oraz z € A
bedzie takim elementem, ze x [;~n;= vy [;ns dla pewnego y € 2%. Z zatozenia, ze A ~ [
wnioskujemy, ze ¥’ € A, gdzie
z(a)dlaa el
(o) =S y(a) dla a € J\I
0 w przeciwnym wypadku.

Wtedy 2’ [;= vy [, poniewaz J = (J\I) U (J N I). Wobec tego y € A. O

Lemat 2.2.11. Niech I C k oraz A € C;. Wtedy istnieje skoriczony zbior Iy C I taki, Ze
A eCy,.

Dowdéd. 7. dowodu lematu [2.2.2] oraz z lematu [2.2.8) wnioskujemy, ze kazdy A ~ F dla
pewnego skonczonego zbioru F' C k. Niech Iy = I N F. Z lematu [2.2.10] wnioskujemy, ze
A~ I. OJ

W dalszej czesci przydatne beda wyniki dotyczace algebry zbioréw otwarto-domknietych
zaleznych od skonczenie wielu wspotrzednych. Wniosek moéwi nam, ze te algebry sa
skonczone. Przypomnimy teraz pewne ogdlne wtasnosci algebr skonczonych.

Definicja 2.2.12. Niech a € A bedzie niezerowym elementem pewnej algebry Boole’a.
Powiemy, ze a jest atomem, jezeli

Voe A(b<a = be {04,a}).

Dla kazdych dwéch elementéw algebry ich iloczyn jest mniejszy niz kazdy z nich. Wobec
tego jezeli a1, as sg roéznymi atomami, to a; A as = 04. Gdyby tak nie byto to mieliby$my
a1 = ay N\ as = as, co jest sprzeczne z zatozeniem.

Lemat 2.2.13. Jezeli A jest skonczong algebrg oraz a € A jest niezerowym elementem, to
wtedy istnieje atom d taki, Ze d < a.

Dowadd. Zatdézmy, ze zaden atom nie jest mniejszy niz a. W szczegdlnosci a nie jest atomem.
Konstruujemy ciag {a,}, spelniajacy:

(1) ag = a,

(2) 04 < apy1 < an < ag.
Zalozenie, ze nic mniejszego niz a nie jest atomem, pozwala przeprowadzi¢ nam taka kon-
strukcje. Wtedy {a,}, jest nieskoniczonym podzbiorem skorniczonej algebry. O

Lemat 2.2.14. Jezeli A jest skoriczong algebrg Boole’a, to kazdy jej element mozna przed-
stawic w jedyny sposob jako sume atomow.

Dowaod. Najpierw pokazemy, ze sumy roézne sumy atomow sag rézne. Niech Dy, Dy beda
skonczonymi zbiorami atoméw oraz dy € Dy, dy ¢ Dy. Mamy wtedy

don \ d= "\ dond=dy,

deDy deDq

donN\ d=\ dond=04

deDs deDs



Wobec tego Vgep, d # Vaep, d. Teraz wystarczy pokazaé, ze kazdy element jest sumg
atoméw. Ustalmy a € A. Niech Dy = {d € D : d < a}. Jest to zbiér skoniczony. Oznaczmy
5 = Vgep, d. Checemy pokazac, ze s = a. Mamy oczywiscie s < a. Zatézmy, ze a — s > 04.
Z lematu [2.2.13] istnieje dy € D taki, ze dy < a — s < a. Stad wynika, ze dy A s = 04, ale
d € Dy, wiec z drugiej strony dy A s = dy. Wobec tego a — s = 04, a zatem a = s. O

Whniosek 2.2.15. Niech A bedzie skoriczong algebrg Boole’a, a D zbiorem jej atomow.
Jezelim : D — [0,1] spelnia

> m(d) =1,

deD

to m rozszerza sie do miary probabilistycznej na A.

Dowdd. Niech D, ={d € D : d < a}. Zadajemy te miare wzorem

pla) = > m(d).

deDg

Aby efektywnie prowadzi¢ dalsze rozumowanie wprowadzmy nowy symbol.

Definicja 2.2.16. Niech s; € 2t, ... s, € 2" gdzie dla kazdego k < n zbiér I, jest
skonczonym podzbiorem x. Wtedy oznaczamy

[S1, 82, ..y Sp] = {x e2":Vek<nzx = sk}.
Jest to zbior otwarto-domkniety:.

Zauwazmy, ze jezeli I, ..., I, C k sa parami roztacznymi skonczonymi zbiorami, to wtedy
kazdy atom d algebry Cr ..Uz, jest postaci

d= [81, vy Sn],

dla pewnych s; € 21, ... 5, € 2/,
Nastepny lemat odegra kluczowa role w dowodzie wlasnosci (x) (patrz rozdzial 3.) dla
przestrzeni miar probabilistycznych P(Clop(2*)) dla nieprzeliczalnych k.

Lemat 2.2.17. Niech I,J, R C Kk bedg parami rozlgcznymi skonczonymi zbiorami. Jezeli
n € P(Ciur) oraz m € P(Cyur) s¢ takimi miarami, ze n [c,= m [c,, to istnieje miara
p € P(Crujur) rozszerzajgcg m i n.

R

Dowaod. Wystarczy, ze definiujemy p na atomach Cp,yug. Atomy tej algebry sa postaci
[i,7,7] dla pewnych i € 21, j € 27 r € 2%, Ta reprezentacja jest oczywiécie jednoznaczna.
Definiujemy teraz

n(lé, r))m([j,r])

Zachodzi teraz

S p(li.rl) = "V 5 s ) = PO 1)) = ),

by m(lr]) m([r]) e



S p(lingir]) = "D s ) =

je2’ m([r]) jeal m([r]) jead

poniewaz m([r]) = n([r]). Dalej mamy

S i) = S allr) =1

i€2! je2d re2lk ie2l re2k

Wobec tego funkcja p zadana w ten sposob jest miarg probabilistyczng, ktora rozszerza m
in. 0

Lemat 2.2.18. Niech I bedzie zbiorem skoniczonym. Jezeli m € P(Cy), to istnieje miara
w € P(Clop(2F)), ktora przedtuza m.

Dowaod. Miara m jest miarg na skonczonej algebrze Boole’a, wiec jest zadana przez wartosci
na atomach, czyli zbiorach [p], gdzie p € 2!. Niech z,, € [p]. Definiujemy wtedy

p="> m(Cpy)d,,.

pe2!

O

Whiosek 2.2.19. Niech I, J, R C k bedg parami rozlgcznymsi skonczonymsi zbioramsi. Jezeli
n € P(Ciur) oraz m € P(Cyur) s¢ takimi miarami, ze n [c,= m [c,, to istnieje miara
w € P(Clop(2F)) rozszerzajgca m i n.

3. MIARY NA ZBIORACH OTWARTO-DOMKNIETYCH 2“!

W tym rozdziale pokazemy, ze przestrzenie P(Clop(2¥)) i M;(Clop(2¥)) nie sa home-
omorficzne dla nieprzeliczalnych x. Wskazemy wtasnos$é¢ topologiczng, ktora bedzie spel-
niona przez przestrzen miar probabilistycznych, za$ nie bedzie zachodzita w przypadku
przestrzeni miar znakowanych.

Definicja 3.0.1. Niech X bedzie zwartg przestrzenia topologiczng. Niech Xy C X oraz
g € X. Powiemy, ze (Xy, g) jest para Alexandrowa w X, jezeli

(1) g & Xo,

(2) Xo jest nieprzeliczalna podprzestrzenia X,

(3) g jest jedynym punktem skupienia Xy w X.

Nazwa tego pojecia bierze sie od uzwarcenia Alexandrowa, czyli jednopunktowego uzwar-
cenia przestrzeni lokalnie zwartej punktem w nieskonczonosci.

Definicja 3.0.2. Niech X bedzie zwarta przestrzenig topologiczng. Powiemy, ze X ma wta-
snosé (x), gdy dowolne pary Alexandrowa (X1, g), (X2, g) nie moga by¢ oddzielone zbiorami
otwartymi, tzn. dla kazdych otwartych U,V zachodzi

X CUANX, CV = UNV #0.

Zauwazmy, ze wlasnos$é (*) jest zachowywana przez homeomorfizmy, a zatem jest réwniez
zachowywana przez roznowartosciowe odwzorowania ciggte, ktére sg homeomorfizmami na
obraz. Latwo pokazaé, ze zachowuja te wlasnos¢ rowniez retrakcje.



10

Lemat 3.0.3. Niech i : Y — X bedzie roznowarto$ciowym odwzorowaniem zwartej prze-
strzent Y w X oraz niech r : X — 'Y bedzie spelnialo r oi = idy. Wtedy jezeli X ma (x),
toY ma (x).

Dowdéd. Niech (A, g), (B, g) beda parami Alexandrowa w Y oraz niech U,V beda zbiorami
otwartymi spelniajacymi A C U, B C V. Wtedy (i[A],i(g)), (i[B],i(g)) sa parami Alexan-
drowa w X. Ponadto, zbiory r~![U], 7~ ![V] sa zbiorami otwartymi spelniajacymi

Al cr7HUl, Bl C V.
Wynika to z faktu, ze dla a € A zachodzi r(i(a)) = a € A C U. Podobnie dla b € B. Wobec

tego, z wlasnosci (x) przestrzeni X mamy
O A£rtUINr V] =rtUNV],
dlatego U NV # 0. O

W dowodzie nastepnego twierdzenia wykorzystamy lemat Szanina o A-systemach. Przy-
pominamy ponizej jego tresé¢, dowdéd mozna znalezé w monografii Jecha [0, 9.18].

Lemat 3.0.4. Niech F bedzie nieprzeliczalng rodzing skonczonych zbiorow. Wtedy istnieje
skonczony zbior r oraz nieprzeliczalna rodzina Fy C F, ktore tworzqg A-system, to znaczy
spetniajq

VA, BeFy(A#B — ANB=r).

Twierdzenie 3.0.5. Przestrzen [0,1]" ma wlasnodci (x) dla kazdej nieprzeliczalnej liczby
kardynalnej k.

Dowdd. Niech (X, g) bedzie para Alexandrowa w [0, 1]%. Niech ¢ > 0 oraz skonczonego
K C k. Wtedy istnieje jedynie skonczenie wiele elementéw x € X takich, ze

|z(ar) —g(a)| > €

dla pewnego a € K. W przeciwnym wypadku X miatby punkt skupienia inny niz g.
Twierdzenie wyniknie z nastepujgcego lematu.

Lemat 3.0.6. Niech (X,g) bedzie parg Alezandrowa w [0,1]" oraz niech U bedzie takim
zbiorem otwartym, ze X C U. Wtedy istnieje otwarte otoczenie V- punktu g takie, ze U jest
gesty w V.

Dowéd lematu. Mozemy bez straty ogélnosci zatozyé, ze X = {z, : a < w;} oraz, ze

U=U,U,, gdzie

U ={y : Y€ € Ka |2a(€) — y(§)] < £a}
dla pewnych K, € [k]<“ oraz pewnych ¢, > 0. Wtedy istnieje nieprzeliczany zbiér indekséw
I C wy, skoniczony zbidér r € [k]<¥ oraz liczba § > 0 taka, ze spelnione sg warunki:

(1) 6 <epdlaael,
(2) {K, : a € I} jest A-systemem o korzeniu r,
(3) |zal§) —9(&)| < 36 dla v € I oraz € € r.
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Taka rodzine mozemy skonstruowaé¢ w trzech krokach. Niech § > 0 bedzie taka liczba, ze
rodzina [y = {a < wy : &, > 0} jest nieprzeliczalna. Nastepnie korzystamy z lematu
Szanina, zeby uzyskaé¢ nieprzeliczalny A-system i usuwamy z niego co najwyzej skonczenie
wiele elementéw, ktére nie spelniaja warunku (3) tej konstrukeji. Definiujemy teraz

V= {y:veer o) —o©)l < 2o}

Sprawdzamy, ze tak zdefiniowane otoczenie g spetnia teze lematu. Niech V; C [0, 1]* bedzie
dowolnym zbiorem otwartym takim, ze VoNV # (). Niech yo € VoNV. Bez straty ogélnosci
mozemy zaltozy¢, ze

Vo ={y: V& e J[y(&) —w(8)l <e}
dla pewnego skonczonego zbioru J C k oraz liczby € > 0. Istnieje indeks a € I taki, ze
(Ka\r) 0 (J\r) = 0.
Co wiecej, dla £ € r mamy szacowanie

0 (&) = yo(&)] < |2al8) — 9(E)] + %o(§) — 9(€)] <0 < ca.

<6/2 5/2
Niech
yo(§)dlag e Jur
(&) = {wa(§) dla § € Ko\r
0 w przeciwnym przypadku.
Wtedy t € Vo N U. O

Zalozmy, ze (X1, g), (X2, g) sa parami Alexandrowa oraz X; C Uy, Xy C U, beda zbio-
rami otwartymi. Na mocy lematu [3.0.6| istnieje otwarte otoczenie V punktu g takie, ze Uy
jest gesty w V. Ponadto X5\U jest co najwyzej skoficzonym zbiorem. Wobec tego

VAU NU,NV CU NUs.
O

Teraz udowodnimy wprost, ze P(Clop(2")) ma wtasnosé () dla nieprzeliczalnych x. Al-
ternatywnie, mozna udowodnié to twierdzenie korzystajac z twierdzenia [4l, 4.2], opisanego
w pracy Fedorchuka, z ktérego wnioskujemy, ze P(Clop(21)) 1 [0, 1]** sa homeomorficzne.
Ten fakt jednak wykracza poza zakres tej pracy.

W dowodzie wykorzystamy analog lematu [3.0.6|

Lemat 3.0.7. Niech (X, ) bedzie parg Alexandrowa w P(Clop(2¥)) dla nieprzeliczalnej
liczby k. Niech U bedzie zbiorem otwartym zawierajgcym X . Wtedy istnieje skonczony zbior
r C K taki, ze U jest gesty w zbiorze {v € P(Clop(2~)) : v [e,= 1 [, }

Dowdd. Niech A € P(Clop(2")), e > 0, a J niech bedzie skoficzonym podzbiorem . Oznacz-
my

N\, J,€) = {v € P(Clop(2%)) : VA € Cs|A(A) — v(A)| < c}.
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Mozemy zatozy¢ bez straty ogélnosci, ze X = {1 a < wy} oraz
U= U N(pta, Ko, a)
a<wi
Istnieje nieprzeliczalny zbior I C wy oraz zbiér skonczony r, ktore spetniaja
(1) {K,: a € I} jest A-systemem o korzeniu 7,
(2) o Te,= 1 le,-
Tak wybrany r spetnia teze lematu. Niech

Z ={v e P(Clop(2%)) : v [e.= p lc, }
oraz niech V' bedzie zbiorem otwartym takim, ze ZNV # (). Zalézmy, ze v € ZNV. Chcemy

pokazaé, ze VNU # (). Wobec tego mozemy zatozy¢, ze V.= N(v, L, §) dla pewnego zbioru
skonczonego L oraz liczby d > 0. Istnieje wtedy a € I taki, ze

(L\r) N (K,\r) = 0.

Niech n = v [¢,,,.,m = pla [cg, ., - Miary m,n zgadzaja si¢ na C,, wigc z wniosku [2.2.19
istnieje miara A € P(Clop(2¥)), ktéra przedtuza m i n. Skoro A przedtuza n, to A € V, a
skoro za$ przedtuza m, to A € N(mg, Ky, 64) C U. O

Twierdzenie 3.0.8. Przestrzen P(Clop(2"¥)) ma wlasnosé (x) dla dowolnego nieprzeliczal-
nego K.

Dowdd. Niech (X1, ), (X2, ) beda parami Alexandrowa w P(Clop(2*)). Niech Uy, Us beda
otwartymi otoczeniami odpowiednio X; oraz X,. Z lematu istnieje zbior Z taki, ze
pu € Z oraz U jest gesty w Z. Ponadto X5\ Z jest co najwyzej przeliczalny. Wobec tego
zbiér Us N Z jest niepustym otwartym podzbiorem Z. Mamy zatem

04U NU,NZCU NUs.
]

Witasno$é (x) shuzy nam do odréznienia przestrzeni miar probabilistycznych od przestrze-
ni miar znakowanych. W nastepnej czesci udowodnimy, ze przestrzenie miar znakowanych
nie posiadaja tej wtasnosci. W tym celu postuzymy sie pewnym lematem dotyczacym miary
wewnetrznej. Dla ustalonego v € P(Clop(2*)) definiujemy miare wewnetrzng v, dowolnego
zbioru

vi(A) =sup{r(U) : U C A, U € Clop(2")}.
Lemat 3.0.9. Dia ustalonego otwartego W € Clop(2") oraz liczby q zbior
{u € My(Clop(27)) : |u[(W) > ¢}
jest otwarty w My (Clop(2¥)).

Dowod. Mamy

[l (W) = sup{|u(V)[ + [w(WA\V)] : V. C W}
. Wobec tego |u|(X) > ¢, gdy dla pewnego V mamy |u(V)| + |u(W\V)| > ¢. Zauwazmy,
ze odwzorowanie

po= (V)] + WAV
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jest ztozeniem cigglych odwzorowan, zatem jest ciagte. Z tego powodu zbior

{n € My(Clop(27)) : [u(V)] + |p(WAV)| > ¢}
jest zbiorem otwartym. Ostatecznie

{1 € My(Clop(27)) « [u|(W) > q} = U {n € Mi(Clop(2%)) : [u(V)[ + [n(W\V)| > ¢}

Vew
jest zbiorem otwartym. O

Whniosek 3.0.10. Dla dowolnego zbioru A C 2% oraz liczby q zbior

{n € My(Clop(2)) - |pl+(A) > ¢}
jest otwarty w My (Clop(2¥)).
Dowod. Mamy
{n € My(Clop(2%)) : ul.(A) > ¢} = U {v € My(Clop(2)) : [v[(W) > g}
WeClop(2¢)NP(A)
O

Twierdzenie 3.0.11. Przestrzen My(Clop(2F)) nie ma wlasno$ci (%) dla dowolnego nie-
przeliczanego k.

Dowaéd. Zaczynamy od zdefiniowania dwoch par Alexandrowa w 2%. Niech

_ J0gdy a#¢
ea(g)_{l gdy a = €.

Ponadto niech 0,1 uzyte w kontekscie ciaggéw bedg ciggami stale rownymi odpowiednio 0
i 1. Réznica oznacza réznice punktowa. Definiujemy

Xo={es:a <k}

Xi={1-e,:a <k}
Wtedy (Xo,0), (X1, 1) sa parami Alexandrowa. Dla kazdego skoniczonego zbioru wspotrzed-

nych jedynie skonczenie wiele elementéw X i Xy rozni sie od odpowiednio 0 i 1. Wobec
tego istniejg rozltaczne zbiory otwarto-domkniete U, V' takie, ze

XoUu{0}CU X, u{1}CV.

Teraz definiujemy rodziny miar
Yo ={(6z — 00)/2 : x € Xy},
Yi={(0,—01)/2: 2 € Xy}
Zauwazmy, ze (Y, t0), (Y1, ft0) sa parami Alexandrowa, gdzie 119 oznacza miare tozsamoscio-

wo réwna 0. Pokazemy, ze jedynym punktem skupienia Y{ jest . Ustalmy zbiér otwarto-
domknity W € Clop(2*). Mamy dwa przypadki:

(1) Jezeli 0 € W to wtedy jedynie dla skoniczenie wielu x € Xy mamy x ¢ W. Wobec
tego dla jedynie skonczenie wielu z € X, zachodzi

(5w - 50)<W) 7£ 07
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(2) Jezeli 0 ¢ W to wtedy jedynie dla skoficzenie wielu x € Xy mamy x € W. Wobec
tego dla jedynie skonczenie wielu z € X, zachodzi

Stad wynika, ze kazdy punkt skupienia Yy musi sie zerowaé¢ na kazdym zbiorze otwarto-
domknietym oraz, Ze g jest punktem skupienia. Wobec tego (Yp, o) jest para Alexandrowa.
Analogicznie mozemy pokazaé, ze (Y1, o) jest para Alexandrowa. Mozemy rozdzielié¢ zbiory
Yy, Y: zbiorami

Yo C{p: |ul(U) >3/4}, Y1 S {p:[u(V)>3/4}.

Zbiory te sa rozlaczne, bo |u| jest miarg probabilistyczna. Zawieranie zachodzi, ponie-
waz dowolne dwa punkty wewnatrz zbioru otwartego mozemy oddzieli¢ zbiorami otwarto-
domknietymi, ktére zawierajg sie w tym zbiorze otwartym. O

Whiosek 3.0.12. Przestrzenie My(Clop(2¥)) i P(Clop(2¥)) nie sg homeomorficzne dla
nieprzeliczalnych k.

4. RETRAKCJE NA PRZESTRZEN P(CLOP(2%)) DLA Kk > wy

W tym rozdziale zbadamy konsekwencje istnienia retrakcji na przestrzen P(Clop(27)).
Tym problemem zajmowali sie Ditor i Haydon w [2], ktérzy udowodnili twierdzenie, ze
przestrzen P(Clop(2¥)) jest absolutnym retraktem wtedy i tylko wtedy, gdy x < w;. Skie-
rujemy naszg uwage na przypadek, gdy k£ > w; (twierdzenie . Zaprezentujemy inng
wersje dowodu Haydona i Ditora. Ponadto niewielka zmiana w przedstawionym rozumo-
waniu pozwala udowodnié¢ réwniez twierdzenie [4.0.10]

Definicja 4.0.1. Zwarta przestrzen topologiczna X jest absolutnym retraktem, gdy dla

kazdego ciagltego zanurzenia i : X Ly w zwartag przestrzen Y istnieje ciagte odwzoro-
wanie 7 : Y =5 X takie, ze r o = idy.

Zaczniemy od klasycznego przyktadu przestrzeni, ktéra jest absolutnym retraktem.

Twierdzenie 4.0.2. Przestrzen [0,1]% jest absolutnym retraktem dla kazdego k.

Dowdd. Niech i : [0, 1]" Ly bedzie ciggltym zanurzeniem. Wtedy odwzorowanie
mo 0 " 1i][0,1)7] 2% [0,1]

przedtuza si¢ do odwzorowania r, : Y =% [0, 1] spetniajacego r,0i(f) = f(a) dla f € [0, 1]%.
Wtedy odwzorowanie [], ., 7o, zadane wzorem

I ra(@)(©) = re(y)

a<k

dla y € Y, jest retrakcja. O

Definicja 4.0.3. Niech fi, fo € [0,1]¢?2") oraz I C k. Wtedy napiszemy, ze fi =; fa,
gdy fi [e,= f2 l¢;- Analogiczna relacje definiujemy na P(Clop(2)).

W dowodzie nastepnego twierdzenia skorzystamy ze znanej konsekwencji twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa.
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Lemat 4.0.4. Niech 2biér K C [0,1)! bedzie zwarty oraz niech f : K — R bedzie funkcjq
ciggla. Wtedy istnieje przeliczalny zbidr Iy C I, taki, Ze f(x1) = f(x2) gdy x1 [1,= x2 [1,-

Dowdéd. 7 twierdzenia Stone’a-Weierstassa rodzina
{9 € C(K):3S C 1, [S| <w g(w1) = g(w2) gdy 71 [s= 72 [s}

lezy normowo gesto w C(K'), poniewaz jest pierScieniem, zawiera wszystkie funkcje state
oraz rozdziela punkty. Niech lim f,, = f oraz f,, zalezy od S,,. Wtedy f zalezy od U,, S,,. U

Lemat 4.0.5. Niech zbior K C [0, 1]%P(2") bedzie zwarty oraz ¢ bedzie cigglym odwzorowa-
niem z K w przestrzen topologiczng X . Wtedy dla pewnego I C k spelniajgcego |I| < w(X)
zachodzi

Vi, o€ K(fi=1fo = o(f1) =d(f2)).

Dowdd. Z lematu wynika, ze dla kazdej funkcji 6 : K — R istnieje przeliczalny zbiér
Iy taki, 7e f; =1, f> pociaga 8(f1) = 6(fy).

Niech F C C(X) bedzie rodzina mocy w(X) funkcji rzeczywistych na X o tej wlasnosci,
ze dla kazdych x,y € X speliajacych h(z) = h(y) dla wszystkich h € F zachodzi = = y.
Wtedy zbior

] - U IChOG
heF

spetnia teze. Jezeli fi =; fo, to fi =1,., f2, wiec h(0(f1)) = h(0(f2)) dlakazdego h € F. O

Twierdzenie 4.0.6. Przestrzen P(Clop(2")) nie jest absolutnym retraktem dla Kk > ws.

Zatézmy nie wprost, ze dla inkluzji przestrzeni P(Clop(2)) w [0, 1]“"°P(2") istnieje retrak-

cjar : [0,1]C9PC") 2% P (Clop(2¥)). Uzywajac tego oznaczenia sformutujemy i udowodnimy
kilka technicznych lematow, ktére postuza w dowodzie tego twierdzenia.

Definicja 4.0.7. Powiemy, ze zbiér I C & jest zbiorem faktoryzujacym (dla odwzorowania
7), jezeli fi =1 fa pociaga r(f1) =r r(fa).

Lemat 4.0.8. Dla dowolnego nieskoniczonego I C k istnieje zbior faktoryzujocy I C K
taki, ze I C I, oraz |I]| = |I].

Dowdd. Definiujemy indukcyjnie rodzine zbioréw {1}, spemiajaca warunki

(1) In=1,

(2) [In] = [n4al,

(3) [n g [nJrla

(4) dla dowolnych fi, fo € [0,1]€1°P") speiajacych fi =r,,, fo mamy 7(f1) =1, 7(f2)-
Skonstruowawszy juz zbiory Iy, ..., I,, zbiér I,,1 otrzymujemy z zastosowania lematu
do odwzorowania ¢, or.

Sprawdzamy teraz, ze

Lo =1

spetia teze. Ustalmy f1, fo € [0, 1]€°P(") takie, ze fi =;_ fo oraz ustalmy A € C;__. Wtedy
z lematu [2.2.11] istnieje skoniczony I’ C I, taki, ze A ~ I'. Ponadto I’ C I, dla kazdego
odpowiednio duzego n, a zatem z uwagi[2.2.4]zachodzi A ~ I, dla duzych n. W szczegdlnosci
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dla pewnego N mamy A ~ Iy oraz A ~ Iy,1. Funkcje f1, fo spelniaja f1 =1, f2, a zatem
z definicji ciagu {1}, wnioskujemy, ze r(f1) =1, 7(f2), a wiec r(f1)(A) = r(f2)(A). O

W tym miejscu wykorzystujemy fakt, ze k > wy. Istnieja dwa zbiory faktoryzujace I, J
takie, ze I\J, J\I # 0 oraz I N J jest nieskoniczony. Aby je skonstruowaé, bierzemy za I
dowolny zbiér faktoryzujacy mocy wy. Nastepnie rozwazmy Jy taki, ze IN.Jy jest przeliczalny
oraz Jo\I jest jednoelementowy. Lemat daje nam przeliczalny zbior faktoryzujacy J
rozszerzajacy Jo. Tak zdefiniowane I, J speliaja powyzsze zalozenia. Niech i € I'\J oraz
j € J\I. Rozwazmy zbiér

A=(C)n C;?) u(Cln C}) € Crus\(CruCly).

Lemat 4.0.9. Istniejq p, v, € P(Clop(2¥)) dla n € N takie, Ze
(1) 1(A) >0,
(2) lim, v,(B) = u(B) dla B € C;UCy,
(3) dla kazdego v' € P(Clop(2F)) oraz n € N, jezeli dla kaidego C € C; UCy zachodzi
V'(C) =1,(C), to V'(A) =0.

Dowéd. Niech {d,}, C 2"/ bedzie ciggiem zbieznym do pewnego d, takim, ze d,, # d dla
kazdego n € N. Definiujemy 2°, 21, ¢° y! € 2% w nastepujacy sposob

dla)dlaaelInJ dy(a) dlaaelInJ
2(a) = 1dlaa:z’- () = Odlaa:i-

Odlaa=j ldlaa=j

0 w przeciwnym wypadku. 0 w przeciwnym wypadku.

dla)dlacelInJ dla)dlaacelInJ

0dlaa=1 ldlaa=1
y(a) = . y'(a) = .

Odlaa=) ldlaa=j

0 w przeciwnym wypadku. 0 w przeciwnym wypadku.
Definiujemy

1 1 1 1
Vp = §5m0 + 5523}“ "= 55310 + 55211.

Sprawdzimy, ze te miary spetniajg warunki z tezy lematu. Pierwszy warunek jest trywialnie
spetniony. Ustalmy dowolne B € C;. Dla odpowiednio duzych n zachodzi réwnowaznosc:
x € B oraz x [jn;= d, wtedy i tylko wtedy gdy 2’ € B gdzie 2’ zgadza sie z x poza I N J
oraz =’ [jnyj= d,. Wobec tego z niezaleznosci B od wspoélrzednej j wynika lim, v,(B) =
30,0(B) + 36,1 (B) = p(B). Podobnie sprawdzamy to dla B € C;. Aby sprawdzié¢ trzeci
warunek, ustalmy dowolne v,V takie, ze v,(C) = /(C) dla kazdego C € C; U C;. Niech
a € I N J bedzie ta wspétrzedna, ze d,(«) # d(«). Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢,
ze dp(a) = 0,d(a) = 1. Zauwazmy, ze

A=(C)NCHU(CINC)) =[(C)NCHU(CiNnCHIN[CauCy] =
=(CPNCINCHUCINCINCHU(CINC NG U(CINCINCy).

Mamy 0 < v (CY N CYNCY) < V(C)NCY) = v,(C) NCY) = 0. Podobnie szacujemy
wszystkie sktadniki A, co ostatecznie daje nam v/(A) = 0. O
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Dowdéd twierdzenia[{.0.6 Z lematu [£.0.9) wnioskujemy sprzecznosé z istnieniem retrakeji.
Niech A, v,, 1 beda takie jak w jego treéci. Definiujemy z,, € [0, 1]¢°P") nastepujaco

I/n(C) dla C € C; UCJ,
p(C) w przeciwnym wypadku.

z,(C) = {

Wtedy zachodzi lim,, x,, = . Poniewaz I, J sg zbiorami faktoryzujacymi, to oznacza to, ze

dla C' € C; UC; zachodzi
r(2n)(C) = r(1n)(C) = pa(C).

Z lematu wynika zatem, ze x,(A) = 0 dla kazdego n € N, co oznacza, ze

0 < p(A) = r()(A) = r(llime,))(4) = limr(z,)](4) = limr(z,)(4) = 0.
O

Mozemy udowodni¢ inne twierdzenie lekko modyfikujac to rozumowanie. Zauwazmy, ze
definicja zbioru faktoryzujacego ma sens dla miar pq, o € M,.(Clop(2*)) oraz lemat
mozna przepisaé zastepujac [0, 1]€°P") przez M,.(Clop(2*)). Dlatego mozemy w dalszym
ciggu korzysta¢ z tych samych oznaczen.

Twierdzenie 4.0.10. Nie istnieje retrakcjar : Ms(Clop(27)) — P(Clop(27)) dla r > w,

Dowdd. Zatézmy, ze taka retrakcja istnieje. Niech I, J beda zbiorami faktoryzujacymi spet-
niajacymi:

(1) I N J jest nieskonczony,

(2) i e I\J,

(3) 7€ J\I.
Niech A, u, v, beda zbiorem, oraz miarami takimi, jak w tezie lematu [4.0.9| zastosowanego
dla zbioréw I, J. Niech t, bedzie ciggiem zbieznym do t w 2/77. Definiujemy

a gdy £ =1,
bgdy £ =7,

(1= c)tn(§) +ct(§) gdy S € TN J,
0 w przeciwnym przypadku.

$n(a7 b, C) (5) =

Definiujemy ciag miar znakowanych
1 1 1 1 1
n — 76x 76x - 76x 7533 75z .

Tn = 502 (0,1,1) + 1070 (1,0,0) = 702, (0,0,1) + 1 07n(0,0,0) + 1 Oen(1,0,1)
Wystarczy sprawdzi¢, ze dla C' € C;UC; mamy 7,,(C) = v, (C) oraz, ze lim,, 7, = u. Wtedy
dostaniemy r(7,)(C) = v,(C), co doprowadzi nas podobnie jak w twierdzeniu wyzej do
sprzecznosci

0 < 1(A) = r() = r(tim 7)(A) = [im (7)) (A) = lim r(r)(4) = 0.

Sprawdzmy najpierw zbieznosé¢ ciggu 7,,. Mamy

h’rILl’l 5zn(a,b,0) = h}Ln 5mn(a,b,1)7
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a zatem

1 1
lim 7, = -4, + 50 = M
im 7, 502n(0,1,1) T 50z, (1,01) = H

Réwnosé 7,(C) = v,(C) dla C € C; wynika z faktu, ze jezeli x,(a,b,c) € C, to wtedy
xn(a, b, c) € C dla dowolnych b,b'. Podobnie gdy C' € C; mamy z,(a,b,c) € C pociaga

xn(d', b, c) € C dla dowolnych a,d’. O
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