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4. Zadania

0.4.1 Obliczy¢
(i) Mz (0,1/n); MRz (=1/n,1/n); UpZy[1/n, n);
(i3) Moy (n,n + 3); UpZy(n,n + 3);

(ZZZ) ﬂfzozl(na 2”)7 UZO:1 (TL - TL2, 1/“)

0.4.2 Dla ciagéw zbioréow A, z poprzedniego zadania obliczy¢ limsup,, A, i liminf, A,,.

0.4.3 Zapisa¢ przedzial domkniety postaci [a, b] C R jako przekrdj ciagu przedziatéw otwar-
tych. Podobnie zapisaé¢ przedzial otwarty (a,b) jako sume przedziatéw domknietych.

0.4.4 Wykazaé¢, ze w powyzszym zadaniu nie mozna zamieni¢ miejscami okreslen ‘otwarty’
i ‘domkniety’.
0.4.5 Zapisa¢ trojkat T = {(z,y) € R? : 0 < z < 1,0 < y < z} jako sume prostoka-

tow. Zauwazy¢, ze wystarczy wysumowaé przeliczalnie wiele prostokatow, aby taki trojkat
uzyskac.

0.4.6 Zauwazy¢, ze x € limsup,, A, wtedy i tylko wtedy gdy « € A,, dla nieskonczenie wielu
n; podobnie x € liminf, A, <= x € A,, dla prawie wszystkich n.

0.4.7 Uzasadni¢ nastepujace zaleznosci
(1) o2y An Climinf, A, C limsup,, 4, C U2, A;
(1) (liminf, A,)¢ = limsup,, AS, (limsup,, A,,)¢ = liminf,, AS;
(111) liminf, (A, N B,) = liminf,, A, Nliminf, B,;
(iv) liminf, (A, U B,) D liminf, A, Uliminf, B, i réwno$¢ na ogét nie zachodzi.
Zapisaé zaleznosci dla granicy gérnej lim sup, analogiczne do (iii)—(iv).

0.4.8 Sprawdzi¢, ze dla danego ciggu zbioréw A, przyjmujac By = Ay, B, = A, \ Uj<, 4;
dla n > 1, otrzymujemy U,;>; A, = U~ By, przy czym zbiory B, sa parami roztaczne.
0.4.9 Udowodnié, ze lim, A, = A <= lim, (A, A A) = 0.

0.4.10 Wykaza¢, ze kazda rodzina parami roztacznych przedziatéw na prostej jest przeliczal-

na.

0.4.11 Niech U C R bedzie zbiorem otwartym. Dla z,y € U definiujemy x ~ y jesli istnieje
przedzial (a,b), taki ze x,y € (a,b) C U. Sprawdzié, ze ~ jest relacja réwnowaznosci, a jej
klasy abstrakcji sa przedziatami otwartymi. Wywnioskowa¢ stad i z zadania poprzedniego,
ze kazdy otwarty podzbiér prostej jest suma ciggu parami roztacznych przedziatow.

0.4.12 Sprawdzi¢, ze przekrdj skonczonej ilosci zbioréow otwartych jest otwarty.

5. Problemy

0.5.A Udowodni¢ nastepujacy “warunek Cauchy’ego”: cigg zbioréw A, jest zbiezny wte-
dy i tylko wtedy gdy dla dowolnych ciggéw liczb naturalnych (n;);, (k;); rozbieznych do
nieskoriczonosci mamy N2, (A, A Ag,) = 0.

0.5.B Udowodni¢, ze dowolny ciag zbioréw A, € P(N) ma podciag zbiezny.
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0.5.C Podaé przyktad ciagu A, € P(R), ktéry nie ma podciagu zbieznego. UWAGA: moze
by¢ trudne; lepiej zastapi¢ R innym zbiorem tej samej mocy.

0.5.D Udowodni¢, ze jesli F' jest domknietym i ograniczonym podzbiorem R to dla kazdego
cilagu z,, € F' istnieje podciag tego ciagu zbiezny do pewnego = € F'.
WSKAZOWKA: Aby x € F byl granicg pewnego podciggu x,, potrzeba i wystarcza by dla
kazdego § > 0 w (x—0, x+0) znajdowalo sie nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu x,,. Przyjac,
ze zaden x € I’ nie ma tej wlasnosci i zastosowaé¢ Twierdzenie [0.3.5]

0.5.E Udowodnié¢, ze moc zbioru P(N) jest rowna mocy zbioru R.
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