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10. Zadania
Rodziny zbiorow

1.10.1 Niech R bedzie pierscieniem zbioréw. Zauwazy¢, ze jesli A, B € Rto AAB € R
i AN B € R. Sprawdzi¢, ze (R, A,N) jest takze pierécieniem w sensie algebraicznym, w
szczegbdlnosci, ze dziatanie A jest tgczne i ) jest rozdzielne wzgledem A.

1.10.2 Niech F bedzie taka rodzina podzbioréw X, ze X € F oraz A\ B € F dla A, B € F.
Sprawdzi¢, ze F jest ciatem.

1.10.3 Zauwazy¢, ze przekrdj dowolnej ilosci pierscieni, cial. .. jest pierscieniem, ciatem itp.

1.10.4 Zauwazy¢, ze jesli F C G C P(X) to a(F) C a(G), gdzie o oznacza jeden z symboli
generowania r, s, a, 0.

1.10.5 Niech G bedzie rodzing wszystkich skoficzonych podzbioréw X. Opisaé 7(G), s(G),
a(G)io(G).

1.10.6 Niech A C P(X) bedzie ciatem zbior6w i niech Z C X. Wykazaé, ze

a(AU{Z}) = {(ANZ)U(BNZ%): A Be A}

1.10.7 Zauwazy¢, ze jezeli C jest taka rodzina podzbiorow X, ze X = ;- C,, dla pewnych
C, € C to s(C) =a(C).

1.10.8 Sprawdzi¢, ze jesli A jest cialem zbioréw i rodzina A jest zamknieta na rozlgczne
przeliczalne sumy to A jest o-ciatem.

1.10.9 Niech A bedzie skoficzonym ciatem zbior6w. Udowodnié, ze |A| = 2" dla pewnej
liczby naturalnej n. WSKAZOWKA: wymysleé, co to jest n,

1.10.10 Niech F bedzie przeliczalna rodzina zbioréw. Udowodnié¢, ze ciato a(F) jest przeli-
czalne.

1.10.11 Udowodnié, ze jesli A jest nieskonczonym o—cialem to A ma przynajmniej ¢ elemen-
tow. WSKAZOWKA: Wykazaé wpierw, ze w kazdym nieskoniczonym o-ciele istnieje ciag
niepustych parami roztacznych zbioréw; skorzystaé z tego, ze ¢ jest moca P(N).

Funkcje zbioru

1.10.12 Niech p bedzie skonczong addytywng funkcja zbioru, okreslona na pierscieniu R.
Sprawdzi¢, ze (dla dowolnych A, B,C € R)
(1) |n(A) — w(B)| < W(A A B);
(1) p(AU B) = p(A) + u(B) — n(AN B);
(111) W(AUBUC) = u(A)+pu(B)+pu(C)—pu(ANB) —u(ANC) —u(BNC)+pu(ANBNC).
Jak bedzie wygladal analogiczny wzér dla 4, 5. .. zbiorow?

1.10.13 Sprawdzi¢, ze dla funkcji ¢ z poprzedniego zadania, warunek A ~ B <= u(A A
B) = 0 okresla relacje réwnowaznosci na R.

1.10.14 Niech X bedzie zbiorem skoniczonym. Sprawdzié, ze wzor u(A) = ‘|—A‘| okregla miare

probabilistyczng na P(X).
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1.10.15 Niech (x,) € X bedzie ustalonym ciagiem i niech (¢, ) bedzie ciagiem liczb nieujem-
nych. Wykaza¢, ze wzor
pA) = > e
n:xrn €A

okresla miare na P(X) (w razie trudnosci rozwazy¢ ciag skoniczony z, ..., z,). Kiedy taka
miara jest skonczona?

1.10.16 Zauwazy¢, ze P(N) jest o-ciatem generowanym przez singletony. Wykazaé, ze kazda
miara na P(N) jest postaci opisanej w poprzednim zadaniu.

1.10.17 Niech p bedzie miarg na o-ciele A i niech A, € A. Zaktadajac, ze pu(A, N Ag) =0
dla n # k, wykazaé ze

u( fj A,) = i H(A,).

1.10.18 Uzupelnié szczegoty dowodu Twierdzenia[l.5.5w nastepujacy sposéb: Dla przestrzeni
miarowej (X, 3, ) zdefiniujmy S jako rodzine zbioréw postaci AAN, gdzie A € ¥, N C B
dla pewnego B € ¥ miary zero. Wtedy I jest o—cialem, a wzor A(AAN) = pu(A) definiuje
poprawnie przedtuzenie miary p z Y na 5.

Na prostej; miara Lebesgue’a

1.10.19 Niech R bedzie pierscieniem na prostej rzeczywistej, generowanym przez przedziaty
postaci [a,b). Sprawdzi¢, ze A € R wtedy i tylko wtedy gdy A jest roztaczna skonczona
sumg takich przedziatow.

1.10.20 Wykazacé, ze rodzina podzbiorow R postaci
(FiNWV)U...U(F, N V),
gdzie F; sa domkniete, V; sg otwarte, k € N, jest ciatem.

1.10.21 Sprawdzié, ze o-cialo Bor(R) jest generowane przez kazda z rodzin
(1) odcinki otwarte o konicach wymiernych;
(71) odcinki domkniete;
(111) poiproste postaci (—oo, al;
(iv) pétproste postaci (a, 00);
(v) odcinki domkniete o koficach wymiernych.

1.10.22 Sprawdzi¢, ze
(1) M(A) = 0 dla kazdego zbioru skoniczonego A;
(11) Aa,b] = Aa,b) =b—adlaa < b;
(111) A(U) > 0 dla kazdego zbioru otwartego U # (J;
(iv) A(A) = 0 dla kazdego zbioru przeliczalnego A.

1.10.23 Poda¢ przyktad zbioru mierzalnego A, takiego ze
(1) M(A) =11 A jest nieograniczonym zbiorem otwartym;
(ii) Mint(A)) =1, AM(A) = 2, \(A) = 3;
(111) A(A) =01 A C [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym.
UWAGA: int(A) oznacza wnetrze zbioru, czyli najwickszy zbior otwarty zawarty w A.
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1.10.24 Skonstruowaé, dla ustalonego ¢ > 0, zbiér domkniety F' C [0, 1] o wnetrzu pustym,
dla ktorego A(F) > 1 —e.
I sPOSOB: Zmodyfikowaé konstrukeje zbioru Cantora.
IT sposOB: Niech (g,), bedzie ciagiem liczb wymiernych z [0, 1]. Rozwazy¢ zbiér otwarty
V=U (g — €27, q, + £27™) przy odpowiednim doborze € > 0.

1.10.25 Zauwazy¢, ze dla kazdego zbioru M € £, jesli A(M) < oo to dla kazdego € > 0
istnieje ograniczony zbiér mierzalny My C M, taki ze A\(M \ M) < e.

1.10.26 Zauwazy¢, ze istnieje zbior domkniety F C [0, 1] miary dodatniej zlozony z liczb
niewymiernych.

1.10.27 Dla B C R iz # 0, niech 2B oznacza zbior {zb: b € B} (czyli jednoktadnosé zbioru
B).
Sprawdzi¢, ze takie przeskalowanie zbioru otwartego jest otwarte i ze rodzina tych B €
Bor(R) dla ktorych B € Bor(R) dla kazdego x # 0 jest o-cialem. Wyciagnaé¢ stad
wniosek, ze dla kazdego B € Bor(R) i x mamy zB € Bor(R) (tzn. ze o—ciato Bor(R) jest
niezmiennicze na jednoktadnosé).

1.10.28 Wykazaé, ze A(xB) = xA(B) dla kazdego zbioru borelowskiego B i x > 0. Rozszerzy¢
ten rezultat na zbiory mierzalne.

1.10.29 Udowodnié¢, ze dla dowolnego zbioru mierzalnego M miary skoniczonej i € > 0 istnieje
zbidér postaci I = U<, (ai, b;), taki ze A(M A T) < g, przy czym a;,b; € Q. WSKAZOWKA:

patrz [1.6.2]

<n

Wlasnosci miar

1.10.30 Niech (X, X, u) bedzie skoniczona przestrzenia miarowa. Wykazaé, ze jezeli A, € X i
dla kazdego n zachodzi nier6wnosé u(A,) > § > 0, to istnieje z € X, taki ze z € A, dla
nieskonczenie wielu n.

1.10.31 Udowodni¢, ze jesli (A,) jest ciagiem zbioréw z o—ciata, na ktérym okreslona jest
skoficzona miara p, to jesli (A4,) jest zbiezny do A to p(A) = lim,, u(A,). Czy skonczonosé
miary jest istotna?

1.10.32 Niech (X, 3, ) bedzie przestrzenia miarowa. Zbiér T € X jest atomem miary g jesli
u(T) > 01 dla kazdego A € 3, jesli A C T to pu(A) = 0 lub pu(A) = w(T). Moéwimy, ze
miara p jest bezatomowa jesli nie ma atoméw.

Sprawdzi¢, ze miara Lebesgue’a jest bezatomowa. Zauwazy¢, ze inne miary rozwazane do
tej pory mialy atomy.

1.10.33 Udowodni¢, ze skonczona miara bezatomowa p na > ma nastepujaca wlasnos¢ Dar-
boux: dla kazdego A € ¥ 1 0 < r < u(A) istnieje B € 3, takize BC Aiu(B) =r.
PIERWSZY SPOSOB (DLA OSOB WIERZACYCH TYLKO W KONSTRUKTYWNA MATEMATY-
KE): Niech u(X) = 1; sprawdzié, ze dla kazdego ¢ > 01 A € ¥ jesli u(A) > 0 to istnieje
BeX, ze BC Ai0< pu(B) < e. Nastepnie sprawdzi¢, ze X jest roztaczna suma zbioréw
A, o whasnosci 0 < p(A,) < e. To rozumowanie pokaze, ze zbiér wartosci u jest gesty w
[0, 1]; potem juz blisko do celu.
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SPOSOB SIERPINSKIEGO (DLA WIELBICIELI PEWNIKA WYBORU): Rozwazy¢ maksymalny
taricuch C zbiorow z ¥, ktére sa zawarte w danym zbiorze A. Tutaj tancuch oznacza rodzine
zbioréw uporzadkowang liniowo przez inkluzje, a istnienie maksymalnego tancucha wynika
tatwo z lematu Kuratowskiego-Zorna.

Idealy i miary zewnetrzne (zadania do podrozdziatu

1.10.34 Niepusta rodzine J C P(X) nazywamy o—ideatem jesli A C B i B € J implikuje
A e Joraz Uy A, € J jesli A, € J dlan = 1,2,.... Podaj znane Ci przyktady
o-ideatéw na R i R2.

1.10.35 Niech J bedzie o-ideatem na X. Opisa¢ A = o(J) (rozwazy¢ przypadki X € J, X ¢
J). Zdefiniowaé¢ na A zerojedynkowa miare p, analogicznie jak w przykltadzie z rozdziatu

2

1.10.36 Niech J C P(X) bedzie c—ideatem nie zawierajacym X. Na a(J) definiujemy addy-
tywna, zerojedynkowsg funkcje zbioru p (por. zadanie poprzednie). Okresli¢ miare zewnetrz-
na za pomoca u i scharakteryzowac¢ rodzine zbioréw mierzalnych.

1.10.37 Niech {A;, As, ...} bedzie partycja przestrzeni X na zbiory niepuste.
(i) Opisaé ciato A generowane przez zbiory A,, n € N.
(i1) Na A okreslamy addytywna funkcje p, tak aby pu(A,) = 27" i p(X) = 1. Jak mozna
opisa¢ o—ciato zbioréw mierzalnych wzgledem miary zewnetrznej pochodzacej od u?
(patrz Definicja

1.10.38 Niech X = [0,1) x [0, 1] i niech R bedzie cialem w X generowanym przez cylindry
postaci [a,b) x [0,1]. Na R rozwazamy funkcje zbioru, taka ze u([a,b) x [0,1]) = b —a dla
0 < a <b< 1. Jak wygladaja (z grubsza. .. ) zbiory p*-mierzalne? (patrz Definicja [1.9.1)).
Zauwazy¢, ze w X mozna wskaza¢ wiele parami roztacznych zbioréw E niemierzalnych,
takich ze p*(E) = 1.

1.10.39 Niech R bedzie pierscieniem podzbioréw QQ generowanym przez zbiory postaci Q N
[a,b) (a,b € R). Sprawdzié, ze na R mozna okregli¢ addytywna funkcje v, tak ze v(Q N
[a,b)) = b—a dla a < b. Udowodnié, ze v nie jest przeliczalnie addytywna na R i obliczy¢
/(@)

1.10.40 Zauwazy¢, ze we wzorze na A* mozna zastapi¢ odcinki postaci [a,b) przez odcinki
postaci (a,b) (lub [a, b]). Stad bezposrednio wynika mozliwo$¢ przyblizania od gbry zbiorami
otwartymi.

11. Problemy
1.11.A Udowodni¢, ze suma dowolnej (nawet nieprzeliczalnej) rodziny przedziatéw na prostej,

postaci [a, b], a < b, jest zbiorem borelowskim.

1.11.B Udowodnié, ze dla dowolnego zbioru X, | X| < ¢ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje w
P(X) przeliczalna rodzina zbioréw F, taka ze o(F) zawiera wszystkie punkty.

1.11.C Niech F C P(X) bedzie rodzina mocy < ¢. Udowodni¢, ze |o(F)| < ¢. Wywnioskowad
stad, ze |Bor(R)| = ¢ i ze istnieja nieborelowskie zbiory na prostej.
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UWACGA: tutaj potrzebna jest indukcja pozaskonczona.

1.11.D Udowodni¢, ze funkcja zbioru A zdefiniowana na pierécieniu generowanym przez od-
cinki postaci [a, b) (przez warunek A([a,b)) = b—a dla a < b) jest ciagla z gory na zbiorze
0 (a wiec jest przeliczalnie addytywna). WSKAZOWKA: Zbiory postaci U [, d;] sa zwarte
i (w pewnym sensie) przyblizaja zbiory z R od srodka.

1.11.E Niech (X, X, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna i niech Ay, ..., Ayps € ¥ be-
da zbiorami o wlasnodci u(A;) > 1/2. Wykazaé, ze istnieje x € X, taki ze z € A; dla
przynajmniej 1013 wartosci .

1.11.F Przeprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje zbioru Vitali’ego: Dla x,y € [0, 1), niech x ~
y < = —y € Q. Sprawdzi¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci. Niech Z bedzie zbiorem,
ktory z kazdej klasy abstrakeji tej relacji wybiera doktadnie jeden element. Sprawdzi¢, ze
Useq(Z @ q) = [0, 1), gdzie & oznacza dodawanie mod 1.

Zauwazy¢, ze A jest niezmienniczna na [0, 1) wzgledem dziatania @; wywnioskowaé stad,
ze powyzszy zbior Z nie jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.

1.11.G Skonstruowaé zbiér borelowski B C R, taki ze A(BN1I) > 01i A(B°NI) > 0 dla
kazdego niepustego odcinka otwartego I.
UWACA: Z réznych konstrukeji ta jest najlepsza, patrz zbiory Bernsteina ponizej: Rozwazy¢
ciag wszystkich przedziatéw o koncach wymiernych i wykorzysta¢ fakt, ze kazdy przedziat
zawiera zbior domkniety miary dodatniej, majacy puste wnetrze.

1.11.H Udowodni¢ twierdzenie Steinhausa: Jesli A C R jest mierzalny i A(A) > 0 to zbiér
A — A (r6znica kompleksowa) zawiera odcinek postaci (—9,d) dla pewnego > 0. Nieco
ogoblniej: roznica kompleksowa dwoch zbioréw miary dodatniej ma niepuste wnetrze.
WSKAZOWKA: Mozna zalozyé, ze A(A) < oo; pokazaé najpierw ze istnieje taki niepusty
odcinek I, ze A(ANT) > 3A(1).

1.11.T Niech A C R bedzie takim zbiorem mierzalnym, ze A(A A (z + A)) = 0 dla kazde;
liczby wymiernej x. Udowodnié, ze A(A) = 0 lub A\(R\ A) = 0.
WSKAZOWKA: Twierdzenie Steinhausa.

1.11.J (Wymaga indukcji pozaskoniczonej.) Skonstruowaé zbiér Bernsteina Z C [0, 1], czyli

taki zbidr, ze

ZNP#0, P\Z#0,
dla dowolnego zbioru domknietego nieprzeliczalnego P C [0, 1]. Zauwazy¢, ze Z nie jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a, a nawet A\*(Z) = \*([0,1]\ Z) = 1.
WsKAZOWKA: Wszystkie zbiory P domkniete nieprzeliczalne mozna ustawié w cigg Py,
a < ¢. Zdefiniowaé Z jako {z, : o < ¢}, gdzie ciag z, 1 pomocniczy ciag y, sa takie, ze

Zos Yo € Pu \ {28,y5 : B < a}.

Aby przeprowadzi¢ konstrukcje trzeba wiedzie¢ lub sprawdzié, ze kazdy zbiér P, ma moc
continuum.
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