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5. Zadania

2.5.1 Sprawdzi¢, ze operacja przeciwobrazu zbioru przez funkcje zachowuje podstawowe
operacje mnogosciowe. Zauwazyc, ze

f [Lnj An] - Uil

dla dowolnych zbioréw A, z dziedziny funkcji f. Zauwazmy, ze inkluzja f[A; N As] C
f[A1] N f]As] moze by¢ wlasciwa.

2.5.2 Niech f,, : X — R bedzie ciagiem funkcji mierzalnych wzgledem o—ciata 3. W kazdym
z podanych przyktadéw opisa¢ warunek formuty logiczna, wykorzystujaca tylko kwantyfi-
katory postaci Vn i dk.

(i) ciag fa(x) jest rosnacy;

(11) fn(x) < 2 dla wszystkich n;
(111) fn(x) < 2 dla prawie wszystkich n;
() fn(x) < 2 dla nieskonczenie wielu n;

(v) sup,, fa(z) < 2
(vi) sup,, fu(z) < 2;
(vii) ciag f.(x) jest zbiezny:;
(viii) limsup f,,(z) > liminf f,(x).
Na podstawie tych formul, poda¢ w kazdym przyktadzie wzér na zbior x, dla ktorych
warunek jest spetniony.

2.5.3 Wykazaé, ze suma zbieznego szeregu funkcji mierzalnych jest mierzalna.

2.5.4 Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Niech F. = {x € R : osc,(f) > €},
gdzie osc,(f) > e oznacza, ze dla kazdego 6 > 0 istnieja a’, 2" € (x — 6,2 + ) takie ze
f(z) = f(a")] > e.

Sprawdzi¢, ze zbiér F. jest domkniety. Wywnioskowaé¢ stad, ze zbiér punktéow ciagtosci
kazdej funkcji jest borelowski.

2.5.5 Niech dla kazdego t z pewnego zbioru T' dana bedzie funkcja ciagta f; : R — R.

Rozwazmy funkcje h = sup,cp fi- Wykazaé, ze h jest funkcja borelowska (nawet jesli zbiér
indekséw T jest nieprzeliczalny). W tym celu rozwazy¢ zbiér postaci {x : h(z) > a}.
2.5.6 Sprawdzi¢, ze kazda funkcje prosta, mierzalna wzgledem o—ciala ¥ C P(X) mozna
zapisa¢ w postaci

(i) Yicn GiXa,, gdzie A; € ¥, Ay C Ay C ... C A, oraz

(i) Yi<n bixB,, gdzie B; € ¥, a By, ..., B, sa parami roztaczne.
2.5.7 Sprawdzi¢, ze rodzina funkcji prostych jest zamknieta na kombinacje liniowe, branie
modutu i mnozenie.

2.5.8 Niech f : R — R spelnia warunek Lipschitza, tzn. |f(z) — f(y)| < L|x —y| dla pewnej
statej L. Pokazaé, ze f[A] jest miary Lebesgue’a zero dla kazdego A miary zero.

2.5.9 Wywnioskowaé¢ z poprzedniego zadania, ze obraz zbioru mierzalnego przez funkcje
spelniajaca warunek Lipschitza jest mierzalny.
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WSKAZOWKA: f[F] jest zwarty gdy [ jest ciaglai F' C R jest zwarty; zastosowa¢ Wniosek
163

2.5.10 Wykazaé, ze w zadaniach [§] i [J] wystarczy zakladaé, ze funkcja f spelnia warunek
Lipschitza lokalnie, na kazdym odcinku postaci [—n,n|, a wiec w szczegélnosei gdy f ma
ciggta pochodna.

2.5.11 Zauwazy¢, ze dowolna funkcja niemalejaca f : R — R jest borelowska.

2.5.12 Skonstruowaé funkcje schodkowg Cantora — niemalejaca funkcje ciagta ¢ : [0,1] —
0,1], taka ze g[C] = [0, 1], gdzie C' C [0, 1] jest trojkowym zbiorem Cantora.
WSKAZOWKA: intuicyjnie rzecz biorac, wystarczy potozyé¢ g(z) = 1/2 dla = € (1/3,2/3);
gx) =1/4dlaxz € (1/9,2/9), g(x) = 3/4 dla z € (7/9,8/9 itd. Trzeba jednak troche ten
proces sformalizowaé, aby zademonstrowaé cigglosc.

2.5.13 Stosujac funkcje g z poprzedniego zadania zauwazy¢, ze obraz zbioru mierzalnego
przez funkcje ciggla nie musi by¢ mierzalny.

Sprawdzi¢ tez, ze przeciwobraz zbioru mierzalnego przez funkcje ciggta nie musi by¢ mie-
rzalny. Tutaj warto rozwazy¢ funkcje h, h(x) = 1/2 (x + g(x))
Nastepnie pogodzié¢ te odkrycia z twierdzeniami i definicjami z rozdzialu drugiego!

2.5.14 Zauwazy¢, ze jesli u(X) < oo, a f : X — R jest funkcja mierzalng, to dla kazdego
e > 0 istnieje zbiér A, taki ze u(A) < e i f jest ograniczona na X \ A.

2.5.15 Niech | f,| < M, gdzie f, — f. Sprawdzié, ze |f| < M prawie wszedzie.

2.5.16 Niech f, bedzie niemalejacym ciggiem funkcji mierzalnych, zbieznych do f wedtug
miary. Udowodnié, ze wtedy f,, — f prawie wszedzie.

2.5.17 Sprawdzi¢, ze jesli f, == f i gn —— g to fn+ gn —— f + g. Pokazaé, ze fngn — fg
przy dodatkowym zaltozeniu, ze f, i g, sa wspolnie ograniczone przez stala.

2.5.18 Niech y bedzie miarg skoficzona. Wykazaé, ze jedli f,, -~ f oraz f(x) # 0 dla kazdego
z,to 1/f, = 1/f.

2.5.19 Niech p(X) < oco. Udowodnié, ze jedli f, = f i g, —— g to fugn —— fg (por.
Zadanie . Pokazaé, ze zatozenie skonczonosci miary jest istotne.

6. Problemy

2.6.A Udowodni¢, ze na przestrzeni z miarg skoficzona p, zbieznosé f, —— f jest réwno-
wazna stwierdzeniu
kazdy podciqg f,, ma podcigg zbieiny prawie wszedzie.
Zauwazy¢, ze ten fakt prowadzi to do innych dowodéw w zadaniach typu

2.6.B Niech A C R bedzie zbiorem mierzalnym miary Lebesgue’a skonczonej. Udowodnié,
ze funkcja

g:R—=R, gz)=XAN(z+ A)),

jest ciagta (tutaj A oznacza miare Lebesgue’a, x + A jest przesunieciem zbioru).
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2.6.C Wykazaé, ze kazda mierzalna w sensie Lebesgue’a funkcja f : [0,1] — R ma nastepu-
jaca wtasnosé: Dla kazdego € > 0 istnieje funkcja ciagla g, taka ze

AM{z €01 1f(2) - g(a) > e}) <e.

Wywnioskowaé¢ stad, ze istnieje ciag funkcji ciagtych g, zbiezny do f prawie wszedzie. W
istocie mozna takie g, wybra¢ klasy C*°.

WSKAZOWKA: Zaczaé od przypadku f ograniczonej. W sprawie funkcji gtadkich: poszukaé
konstrukeji “gtadkiego kapelusza”; patrz na przyktad Bump function

2.6.D Wykazaé, ze nie istnieje ciag funkcji ciggltych f, : R — R, zbiezny punktowo do
funkcji xo (czyli funkcji charakterystycznej zbioru Q).

WSKAZOWKA: I sposOb: mozna przeprowadzi¢ dowdd nie wprost, wykorzystujgc jedynie
wtasnosé Darboux. II sposéb: udowodnié, ze granica ciggu funkeji ciagtych musi mieé¢ punkt
ciagtosci.

2.6.E Niech f : R — R bedzie dowolna funkcja, speliajaca warunek f(z+y) = f(z)
dla wszystkich x,y. Sprawdzié, ze wtedy f(z) = ax dla wszystkich x € Q (a = f(1)
Udowodnié, ze jesli funkcja f jest mierzalna to f jest po prostu funkcja liniowa, f(z
dla wszystkich z € R.

+f(y)
).
) =

2.6.F Niech p i v beda dwiema bezatomowymi miarami probabilistycznymi, okreslonymi
na borelowskich podzbiorach [0, 1]. Udowodnié, ze istnieje przedziat [a,b] C [0, 1], taki ze

p(la, b)) = v(la, 0]) = 1/2.
2.6.G Niech p i v beda dwiema bezatomowymi miarami probabilistycznymi, okreslonymi
na pewnym o—ciele ¥ podzbioréw X. Udowodnié¢, ze istnieje zbiér A € 3, taki ze u(A) =

v(A) =1/2.

7. DODATEK: limsup a, oraz liminf a,

Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Liczbe a nazywamy punktem skupienia
ciagu jesli istnieje podciag ciagu (a,) zbiezny do a. Podobnie definiujemy fakt, ze oo lub —oo
jest punktem skupienia ciggu. Przypomnijmy, ze kazdy ciag ograniczony zawiera podciag
zbiezny (a wiec ma punkt skupienia bedacy liczba).

2.7.1 Pokazaé, ze zawsze istnieje najmniejszy punkt skupienia danego ciagu (bedacy liczba
badZz —oo, 00). Te wielkosé oznaczamy liminf,, .., a,.

2.7.2 Zauwazy¢, ze liminf, ., a, = —oo wtedy i tylko wtedy gdy ciag (a,) jest nieograni-
czony z dotu.

2.7.3 Udowodni¢, ze a = liminf, . a, (gdzie a jest liczba) wtedy i tylko wtedy gdy dla
kazdego € > 0 mamy a, > a — ¢ dla prawie wszystkich n i a, < a + ¢ dla nieskonczenie
wielu n.

2.7.4 Udowodni¢, ze liminf, . a, = lim,_. infy>, ax.
2.7.5 Sprawdzi¢, ze liminf, . (a, + b,) > liminf, . a, + liminf, . b,.

2.7.6 Zdefiniowac analogiczne pojecie lim sup i zapisa¢ jego podstawowe wlasnosci.
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2.7.7 Zauwazy¢, ze ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy jego granica gorna jest rowna
dolnej i jest liczbg rzeczywista.

2.7.8 liminf, . (a, — b,) = a — limsup,,_, b, gdy lima, = a.
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