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5. Zadania

3.5.1 Sprawdzi¢, ze wzor

/ Z aixa; dp = Z aipt(A;)
Xi=1 i—1

jednoznacznie definiuje catke z funkcji prostych catkowalnych na dowolnej przestrzeni (X, X, ).
WSKAZOWKA: Jezeli Y1 | aixa, = Zle bjx B, to istnieje skoficzona partycja X na zbiory
mierzalne T, 1 < s < p, takie ze kazdy zbioér A; i kazdy zbiér B; jest suma pewnych zbioréw
T.

3.5.2 Niech p(X) = 11 p(4;) > 1/2 dlai = 1,2,...,n. Wykazaé, ze istnieje x € X
nalezacy do przynajmniej n/2 zbioréw A;. W tym celu oszacowaé [y Y.<, x4, dp (por.
Problem 1.11.E).

3.5.3 Rozwazy¢ funkcje f(x) = —I%H, aby zauwazy¢, ze nie mozna w ogdlnym przypadku

zdefiniowac catki [p f d\ jako supremum z catek [s dA po funkcjach prostych s < f.
Zdefiniowaé¢ podobng funkcje na [0, 1].

3.5.4 Niech (X, ¥, u) bedzie przestrzenia miarowa, a f,g: X — R funkcjami mierzalnymi.
Sprawdzi¢ ze
(1) jeshi [, f du = 0 dla kazdego A € ¥, to f = 0 prawie wszedzie;
(i1) jesli f jest catkowalna na X, to jest tez calkowalna na kazdym X, € ¥;
(117) jesi A,B € X1 u(AAB)=0,to [, fdu= [5f dudlakazdej f (oraz istnienie jednej
z calek pociaga istnienie drugiej);
(i) ['If =gl dp> [ []f| dp— [ lg] dul.
3.5.5 Ustali¢, czy
(1) iloczyn dwéch funkeji catkowalnych jest catkowalny;
(11) funkcja f, gdzie f = 1 prawie wszedzie jest catkowalna;
(111) f jest catkowalna jesli jest catkowalna na kazdym zbiorze miary skonczone;.

3.5.6 Rozpatrzmy przestrzen (N, P(N), u), gdzie p jest miara liczaca, to znaczy u(A) = |A]
dla zbioréw skoncznych i pu(A) = oo dla kazdego A C N nieskoniczonego.

Udowodnié, ze f : N — R jest catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy >°0, | f(n)] < oc.
Zauwazy¢, ze w tym przypadku catka jest suma szeregu.

3.5.7 Czy istnieje ciag funkcji catkowalnych, ktory jest
(i) zbiezny prawie wszedzie, ale nie wedlug miary;

(71) zbiezny wg miary ale nie prawie wszedzie;

(711) zbiezny prawie wszedzie, ale nieograniczony;

(iv) zbiezny jednostajnie do zera i taki, ze calki nie zbiegaja do zera;
(v) jest zbiezny jednostajnie do funkcji niecatkowalnej.

Przy kazdym pytaniu rozwazy¢ przypadek pu(X) < oo i p(X) = oc.

3.5.8 Niech f : [a,b] — R bedzie ograniczona funkcja borelowska. Zauwazy¢, ze f jest
catkowalna wzgledem miary Lebesgue’a na [a, b].

3.5.9 Wykazaé, ze jesli f : R — R jest calkowalna w sensie Lebesgue’a to dla kazdego € > 0
istnieje odcinek [a, b] taki ze [i,; [f] du > [g [f] du —e.
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3.5.10 Niech f : R — R bedzie nieujemna funkcjg dla ktorej istnieje skonczona catka nie-
whasciwa Riemanna [*7 f(x) dz. Udowodni¢, ze f jest calkowalna w sensie Lebesgue’a.
Wykazaé, ze zatozenie nieujemnosci funkeji jest istotne.

3.5.11 Niech u(X) < oo. Udowodnié, ze funkcja mierzalna f jest catkowalna wtedy i tylko
wtedy gdy dla zbiorow A, = {z : |f(x)| > n} zachodzi warunek > °° | u(A,) < oco.

3.5.12 Wykaza¢ tzw. nieréwnos¢ Czebyszewa: dla funkcji catkowalnej f zachodzi

[1ldu= eufa: f()] > <},

3.5.13 Wywnioskowa¢ z nieréwnoéci Czebyszewa, ze

mw/ﬂ—mwﬁomjfo
3.5.14 Niech A,, bedzie ciggiem zbioréw mierzalnych, takim ze pu(A, A Ax) — 0 gdy n, k —
oo. Wykazaé, ze istnieje mierzalny zbior A, taki ze u(A A A,) — 0

3.5.15 Zdefiniowaé funkcje ciagle catkowalne f, : [0,1] — [0,00), takie ze f, — 0 prawie
wszedzie, ale funkcja sup,, f,, nie jest catkowalna.

3.5.16 Niech f : R — R bedzie funkcja catkowalna. Sprawdzi¢, ze funkcja F'(z) = [io ) f(t) dA(?)
jest ciggla. Poda¢ przyktady swiadczace o tym, ze F' nie musi by¢ rézniczkowalna.

3.5.17 Zauwazy¢, ze lemat Fatou nie jest prawdziwy bez zatozenia nieujemnosci funkcji.
Zbada¢, przy jakich zatozeniach o funkcjach zachodzi wzor

lim sup/ fn du < / lim sup fn dp.

3.5.18 Niech (f,,) bedzie takim ciagiem funkcji catkowalnych, ze >°°°, [ |f.] du < oco. Udo-
wodnié, ze szereg >, f, jest zbiezny prawie wszedzie i

/inwzi/nw
1

3.5.19 Zbadaé, czy wzér z poprzedniego zadania zachodzi dla szeregu funkcji f,(z) = 2"~ —
22%"~! na odcinku (0, 1).

3.5.20 Zbadac, czy

/Z\/md$_z/ n—l—a:

Jak mozna uogolni¢ ten przyktad?

3.5.21 Niech p bedzie miara skonczong na X; f,, f : X — R beda funkcjami mierzalnymi,
takimi ze f, —— f. Udowodnié, ze jedli h : R — R jest ograniczona i jednostajnie ciggla to

lim MﬁMM:/h

3.5.22 Niech f,, bedzie ciagiem funkcji catkowalnych, zbieznym do catkowalnej funkcji f
prawie wszedzie. Udowodnié, ze lim, . [|fn — f] A\ — 0 wtedy i tylko wtedy gdy

limnaooﬂfn] d)\ = f\f’ d\.
WSKAZOWKA: Lemat Fatou.
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6. Problemy

3.6.A Moéwimy, ze przestrzen miarowa (X, X, p) jest semiskoriczona jezeli
pu(A) =sup{u(B): B€ X, BC A, u(B) < oo}.
Zauwazy¢, ze kazda przestrzen o-skonczona jest semiskonczona.

3.6.B Zauwazy¢ ze w definicji calki z funkcji nieujemnej na przestrzeni semiskonczonej moz-
na liczy¢ supremum po funkcjach prostych catkowalnych. Sprawdzi¢, ze twierdzenia gra-
niczne dla catki zachodza niezmienionej formie dla przestrzeni semiskonczonych.

3.6.C Udowodnié, ze kazda przestrzen (X, 3, u), ktora nie jest semiskonczona, zawiera nie-
skonczony atom miary, to znaczy zbiér A € ¥, taki ze pu(A) = oo i u(B) € {0,00} dla
kazdego zbioru B C A z o-ciata 3.

3.6.D Niech f: R — R bedzie funkcja catkowalna wzgledem miary Lebesgue’a. Udowodni¢,
ze dla kazdego € > 0 istnieje funkcja ciagta g, taka ze [p |f — g| A\ <e.

3.6.E Udowodnié¢ (wspomniane w tym rozdziale, klasyczne) twierdzenie: Ograniczona funk-
cja f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy gdy jej zbiér
punktow niecigglosci jest mary Lebesgue’a zero.

3.6.F Niech f : R — R bedzie funkcja catkowalng wzgledem miary Lebesgue’a. Zbadac,
czy dla kazdego zbieznego do zera ciagu z, € R, oznaczajac f,(z) = f(x + x,), mozna
stwierdzi¢, ze ciag f, zbiega do f prawie wszedzie.

SUGESTIE: zapewne tak, gdy szereg >, x, jest zbiezny; zapewne nie w przeciwnym przy-
padku (a kontrprzykltad f jest funkcja charakterystyczna).



	5. Zadania
	6. Problemy

