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6. Zadania
4.6.1 Niech f : R — R, bedzie funkcja borelowska. Wykaza¢, ze zbior pod jej wykresem
{(z,y) : 0 <y < f(x)} jest borelowskim podzbiorem plaszczyzny.

4.6.2 Niech f: X — R, bedzie nieujemna funkcja mierzalna na przestrzeni (X, X, p1); niech
P ={(x,t): 0 <t < f(x)} bedzie zbiorem pod wykresem funkcji. Sprawdzi¢, ze P nalezy
do o-ciata ¥ ® Bor(R) oraz wywnioskowaé z twierdzenia Fubiniego, ze

1@ A(P) Z/deu-
4.6.3 Zauwazy¢, ze zbior borelowski A C [0, 1)? jest ptaskiej miary zero wtedy i tylko wtedy,
gdy A(A,) = 0 dla prawie wszystkich = € [0, 1].
4.6.4 Zauwazy¢, ze jesli zbiory borelowskie A, B C [0, 1]? spelniaja zaleznosé A\(A,) = A\(B.)
dla wszystkich x to A\y(A) = Ao (B).
4.6.5 Obliczy¢ miare Lebesgue’a zbioréw

A={(z,y): 1eQbyeQ};  B={(z,y): v—ycQ}.

4.6.6 Wychodzac ze znanego faktu, ze izometrie ptaszczyzny nie zmieniaja pola prostokatow
wykazac, ze ptaska miara Lebesgue’a jest niezmiennicza na izometrie ptaszczyzny.

4.6.7 Zauwazy¢, ze plaska miara Lebesgue’a spetnia wzor \o(J,[B]) = r?X\y(B) dla B €
Bor(R?), gdzie J, jest jednoktadnoscia o skali r.

4.6.8 Wyprowadzi¢ z tw. Fubiniego
(i) wzor na objetosé stozka o wysokosci h, ktéry na podstawie ma zbiér borelowski B C R?;
(ii) wzor na objetos$é kuli o promieniu r w R? i R%,

4.6.9 Zauwazy¢, ze A ® A nie jest miarg zupeina na £ ® £.

4.6.10 Niech v bedzie miara liczaca na wszystkich podzbiorach N. Podaé¢ przyktad funkceji
f : Nx N — R, dla ktérej catki iterowane w twierdzeniu Fubiniego daja rézne wyniki
skonczone.

WSKAZOWKA: Okresli¢ niezerowe wartosci f(n,n) i f(n+1,n) dlan € N,

4.6.11 Na kwadracie jednostkowym rozwazy¢ funkcje

o 2ay o at =y
f(may) - (.1'2 +y2)2 g(may> - (.1'2 +y2>27
f(0,0) = ¢(0,0) = 0. Zbada¢ catkowalnosé, istnienie calek iterowanych, ich réwnosé i

odnies¢ te obserwacje do twierdzenia Fubiniego.
4.6.12 Wykazaé, ze dla calkowalnej funkcji f : [0,1]> — R zachodzi wzor

// (z,) dA(y) A (@ // (,) dA(z) dA(y).

4.6.13 Niech A bedzie o—ciatem na [0, 1], generowanym przez zbiory przeliczalne. Pokazaé,
ze przekatna A = {(z,y) € [0,1]* : = = y} nie nalezy do A ® A.

4.6.14 Funkcja f : R™ — R* jest borelowska jesli f~![B] € Bor(R") dla B € Bor(RF). Tutaj
Bor(R™) oznacza o-cialo generowane przez otwarte podzbiory R"™. Sprawdzié¢, ze
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(i) Bor(R?) jest generowane przez otwarte prostokaty U x V;
(i) Bor(R™) jest generowane przez otwarte kostki Uy x Uy X ... x Uy;
(111) kazda funkcja ciagla f : R” — R jest borelowska;
(w) funkcja g = (g1,92) : R — R? jest borelowska wtedy i tylko wtedy gdy gi1,¢> sa
borelowskie.

4.6.15 Wywnioskowac z poprzedniego zadania, ze jesli g1, g2 : R — R sg mierzalne to ¢; +
Jo, g1 * g2 tez sg mierzalne.

4.6.16 Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem mierzalnym pomiedzy przestrzeniami
(X,3, 1) 1 (Y, A), to znaczy f~1[A] € ¥ dla kazdego A € A. Sprawdzi¢, ze wzor v(A) =
u(f7'[A]) definiuje miar¢ na A. Te miar¢ nazywamy obrazem pu przez f; oznaczamy v =

flul-

7. Problemy

4.7.A Przy zalozeniu hipotezy continuum mozna odcinek [0, 1] uporzadkowaé relacja < tak,
ze kazdy odcinek poczatkowy {a : a < b} w tym porzadku jest przeliczalny dla b € [0, 1].
Zauwazy¢, ze zbior

Z={(w,y) € 0,1 x [0,1] : 2 <y},
nie spetnia twierdzenia Fubiniego, a wiec nie jest mierzalny na plaszczyznie.

4.7.B Pokazaé, ze istnieje na ptaszczyznie zbior A miary ptlaskiej zero, taki ze A przecina
wszystkie prostokaty mierzalne miary dodatnie;j.
WsKAZOWKA: Uogdlnié najpierw tw. Steinhausa do postaci: jesli A, B sq miary dodatniej
to A — B zawiera liczbe wymierna.

4.7.C Niech A = {(z,z) : * € X} bedzie przekatna. Udowodni¢, ze A nalezy do P(X) ®
P(X) wtedy i tylko wtedy gdy | X| < ¢.

4.7.D Niech

B {01 = [0,1), h(x) = il ),

Sprawdzi¢, ze h jest funkcja ciagta, a wiec mierzalng wzgledem o—ciata Bor{0, 1} i h[{0,1}N] =
[0, 1].
Wykazaé, ze miara A na [0, 1] jest obrazem miary Haara v na {0, 1} przez te funkcje.

4.7.E Niech A C {0, 1} bedzie zbiorem tych x, w ktérych pojawia sie, cho¢ raz, ustalony
skoficzony ciag (e1,€9,...,&,) zer i jedynek. Wykazaé, ze v(A) = 1.

4.7.F Udowodni¢, ze v(z®A) = v(A) dla kazdego borelowskiego zbioru A w zbiorze Cantora
{0, 1}
WSKAZOWKA: Sprawdzi¢ najpierw wzér dla zbioréw C' z ciala C zdefiniowanego w 4.5.

4.7.G Zbiér borelowski A C {0, 1} jest nazywany zdarzeniem resztowym jezeli e® A = A dla
dowolnego e € {0, 1}, dla ktorego e(n) = 0 dla prawie wszystkich n. Udowodni¢, ze v(A) = 0
lub v(A) =1 dla kazdego zdarzenia resztowego (jest tzw. prawo 0-1 Kotmogorowa).
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WSKAZOWKA: Jezeli A jest takim zdarzeniem to v(ANC) = v(A)v(C) dla kazdego C € C;
skorzystaé z tego, ze wielko$é v(A A C) moze byé dowolnie mata.

4.7.H Niech X bedzie zbiorem skonczonym i niech i bedzie miarg probabilistyczna, okre-
slona na wszystkich podzbiorach X x X i znikajaca na przekatnej. Udowodnié, ze istnieja
roztaczne A, B C X, takie ze u(A x B) > 1/4.
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