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Izomorfizm grup

Moéwimy, ze dwie grupy (Gi,0), (Ga,*) sa izomorficzne, jedli istnieje funkcja
f: G1 — Gy taka, ze
(1) dla dowolnego elementu h € G istnieje element g € G taki, ze f(g) = h,

(2) jesli f(g1) = f(g2), to musi by¢ g1 = g,
(3) dla dowolnych elementéw g1, g2 € G zachodzi wzor

flgr092) = f(g1) * f(g2)-
Wiasnosci (1) i (2) mozna sprawdzié¢ szybciej uzasadniajac, ze istnieje funkcja
f~! - odwrotna do f.

(1) Grupa Ss. Uzasadnij, ze zbidr izometrii plaszczyzny zachowujacych dany
tréjkat réwnoboczny tworzy grupe.

(2) Grupa D,. Uzasadnij, ze zbidér izometrii plaszczyzny zachowujacych dany
kwadrat tworzy grupe.

(3) Grupa Kleina. Sporzadz tabelke dzialan w grupie izometrii zachowujacych
dany prostokat niebedacy kwadratem.

(4) Udowodnij, ze powyzsza grupa jest izomorficzna z grupa (Zg X Zg,0), gdzie
Zo x Zo = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, a dzialanie to (a,b) o (¢,d) = ((a +
c) mod 2, (b+ d) mod 2).

(5) Uzasadnij, ze je$li dwie grupy maja rézna liczbe elementéw, to nie moga
by¢ izomorficzne. Czy grupa z powyzszego zadania jest izomorficzna z gru-
pa (Z4,+4) (tj liczby modulo 4 z dodawaniem modulo 4)7

(6) Grupa SO(2). Czy zbidr izometrii plaszczyzny tworzy grupe? Czy zbiér sy-
metrii osiowych wzgledem wszystkich prostych na ptaszczyznie tworzy grupe?

(7) Grupa S,,. Uzasadnij, ze zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n} z
dziataniem skladania tworzy grupe. Zrob tabelke dla n = 3 i udowodnij, ze
grupa S3 jest izomorficzna z grupa z pierwszego zadania (dlatego tak samo si¢
nazywaja).

(8) Grupa A,. Czy zbiér permutacji parzystych zbioru {1,2,...,n} tworzy gru-
pe? Czy zbiér permutacji nieparzystych zbioru {1,2,...,n} tworzy grupe?
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(9) Podaj prostsza grupe izomorficzna z As.

(10) Ostatnio pokazali$my, ze zbiér macierzy postaci {O J a € R tworzy grupe.

Udowodnij formalnie, ze jest ona izomorficzna z grupa (R, +).

(11) Kwaterniony sa uzywanym w fizyce uogdlnieniem liczb zespolonych. Sa to
liczby postaci ai + bj 4+ ck + d, gdzie a,b,c,d € R i 4,5,k sa speCJalnyml

jednostkami urOJonyml spelnlajqcyml ij =k, ji = —k, jk =1, kj = —
ki = j, ik = —j, i* = j2 = k> = —1. Udowodnij, ze kwaterniony tworzz%
grupe.

(12) Uzasadnij, ze kwaterniony istnieja (tj. zrealizuj grupe kwaternionéw jako gru-

. ... [0 1] [1 0] [0 | [¢ O
pe konkretnych macierzy). Podpowiedz: [_1 0] , [1 0} , L 0] , [O —i] .

(13) Niech G bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw liczb naturalnych, dziatanie
jest zdefiniowane jako Ao B = AN B. Czy (G,N) tworzy grupe?
(14) Na zbiorze R okreslamy dziatanie
aob=ab+a+0b.
Udowodnij, ze jest to dzialanie taczne. Czy (R, o) jest grupa?

(15) Udowodnij, ze grupy (R,+) i (R\ {0}, -) sa izomorficzne.

(16) Czy grupa liczb zespolonych z dodawaniem jest izomorficzna z grupa liczb
rzeczywistych z dodawaniem?

(17) Niech (Z},o) bedzie zbiorem liczb wzglednie pierwszych z n z dzialaniem
mnozenia modulo n. Czy (Z§, og) jest izomorficzna z grupa (Z4, +4) (tj. liczby
modulo 4 z dodawaniem modulo 4)?

(18) Ile jest grup (z dokladnoscia do izomorfizmu), ktére maja 2 elementy? 3 ele-
menty? 4 elementy?

(19) Znajdz grupe (G, ), gdzie G ma by¢é zbiorym 8 liczb zespolonych, - ma byé
mnozeniem liczb zespolonych, izomorficzna z grupa (Zsg, +sg).

(20) (problem) Jak opisa¢ grupe permutacji kostki Rubika 2 x 2 x 27 A 3 x 3 x 37
Wymysl jaki$§ sposéb na policzenie liczby jej elementow i liczby mozliwych
ulozen kostki. Na kolejnych lekcjach bedziemy uczyli sie liczy¢ podobne rzeczy
przy uzyciu grup.



