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Uwaga: Na mojej stronie znajdziesz odnosnik do strony z listami, sprawdzianami,
ogloszeniami i materiatami dodatkowymi do naszych lekcji. Materiaty te sa niezbedne
do (porzadnego) przygotowania sie do olimpiady.

Indukcja matematyczna

Przypusémy, ze mamy pewne zdanie T'(n), ktére méwi nam co$ o liczbie natu-
ralnej n, np. zdanie T'(n) moze by¢ réwne:

e "Dla liczby n mamy n > 2™",

e "Dla liczby n zachodzi 1424 ---+n= n(n2+1) "

e "Istniejg liczby naturalne a,b,c >0, ze a” + 0" = "".

Dowéd indukeyjny przeprowadzamy w sytuacji, gdy bezposrednie udowodnienie
zdania T'(n) napotyka trudnosci, natomiast widzimy mozliwo$é powiazania ze
sobg zdan T'(n) i T'(n + 1).

Podstawowy schemat dowodu indukcyjnego wyglada nastepujaco:

(1) Sprawdzamy, ze zdanie T'(1) jest prawdziwe.
(2) Dowodzimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja

T(n)=T(n+1).
(3) Na podstawie (1)1 (2) wyciagamy wniosek, ze zdanie T'(n) jest prawdziwe

dla dowolnej liczby naturalnej n.

Rozgrzewka (powtérzenie z klasy I)

1) Udowodnij indukcyjnie, ze n! > 2™ dla wszystkich n > 4.
y Yl y

2) Niech ag =3, a1 =8, a,, = ban_1 — 6a,_2 dla n > 2. Udowodnij, ze

(2) 7 , it
anp=2"+2-3".

(3) Udowodnij, ze liczba 5 - 2372 4 337~1 jest podzielna przez 19 dla n > 1.

4) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

( \ j liczby ]
100n < 2™ + 572.

Uwaga: To zadanie wyglgda na standardowe, ale tutaj jest pulapka - jesli uda
Ci sie jg znaleZé, wyjasnij kolegom na czym polega.

(5) Niech zy =1, z,, = \/2x,—1 + 1 dla n > 1. Udowodnij, ze z,, < 4 dla kazdego
n € N.
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(6) (Wieze z Hanoi) Dany jest zestaw trzech kotkéw oraz n krazkéw, gdzie kazdy
z krazkéw jest réznej wielkosci. Kotki nazwijmy A, B, C a krazki niech maja
numery od 1 dla najmniejszego do n dla najwiekszego. Na poczatku wszystkie
dyski sa na kotku A, w kolejnosci malejacej od géry do dotu, tak ze dysk n
jest na dole a 1 na gorze. Ponizej mamy rysunek jak wieze Hanoi wygladaja
dla n = 5. Celem jest przeniesienie wszystkich n dyskéw z kotka A na kotek

B. Trzeba przestrzega¢ dwbch regut.

(a) Mozesz przeniesé tylko jeden dysk w jednym momencie.

(b) Zaden dysk nie moze zostaé¢ na szczycie mniejszego. Na przyklad, jesli
dysk 3 jest na kotku, wtedy wszystkie dyski ponizej musza mie¢ numery
wigksze od 3. Udowodnij, ze zadanie da si¢ rozwigzaé w conajwyzej 2" —1
ruchach.

Zadania konkursowe
(7) Niech x € R. Udowodnij, ze jesli = + % jest liczbg calkowita, to ™ + xin jest
liczbg calkowita dla kazdego n € N.

(8) Udowodnij, ze dla dowolnego n € N dowolna szachownica o wymiarach 2" x 2"
z ktorej usunieto jedno pole moze by¢ pokryta klockami w ksztalcie jak na
rysunku.

(9) Udowodnij, ze
1 ~ 2019
1.2 23734 20192020 2020
Mozesz wykorzystaé indukcje lub zgadnaé skad ten wzor sie bierze. Nastepnie
dla dowolnego n € N wylicz
1 1 1 1
1-3+2-4+3~5+'”+n(n+2)'

Podpowiedz: postaw hipoteze, nastepnie formalnie udowodnij indukcyjnie.




Zadania olimpijskie

(10) (OM, Kanada 1969) Niech n € N. Znajdz wzér (tj. bez znaku ”>"" i bez trzech
kropek) na > p_o k- k!.

(11) (OM LXVII, I etap, zadanie 1) Na tablicy napisano liczbe catkowita dodatnia.
W kazdym kroku zmazujemy liczbe n napisang na tablicy i piszemy nowa
liczbe. Jedli liczba n jest parzysta, to piszemy liczbe 5. Jedli liczba n jest
nieparzysta, to wybieramy jedna z liczb 3n + 1, 3n — 1 i piszemy na tablicy.
Czy — niezaleznie od tego, jaka liczbe napisano na tablicy na poczatku —
mozemy, po skonczenie wielu krokach, uzyskaé na tablicy jedynke.

(12) (OM LXVI, I etap, zadanie 2) Dodatnie liczby calkowite x1, zo, ..., x, spel-
niaja warunek
T1+xo+...+x, =8 <2n.
Udowodnié, ze kazda liczba ze zbioru {1,2,..., s} jest suma pewnych sposéréd
L1, X2y...,Tp-

(13) (OM LXII, I etap, zadanie 4) Dana jest liczba naturalna k. Dowiesé, ze z
kazdego zbioru liczb calkowitych, majacego wiecej niz 3% elementéw, mozna
wybraé (k + 1)-elementowy podzbiér S o nastepujacej wlasnosci.

Dla dowolnych dwéch réznych podzbiorow A, B C S suma wszystkich elemen-
tow zbioru A jest rézna od sumy elementow zbioru B. (Przyjmujemy, Ze suma
elementow zbioru pustego wynosi 0.)



