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Definicja pochodnej

Pochodng funkeji f w punkcie zg to wspdtczynnik kierunkowy prostej stycznej
do wykresu w punkcie xg. Wspoélczynnik kierunkowy ten mierzy jak szybko$é
wzrostu funkcji. Oznacza sie to jako f'(xg).
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(1) Wywnioskuj z powyzszej definicji jaka jest pochodna funkcji f(z) = 5 w punk-
cie g = 6 i funkcji g(x) = 4+2 w punkcie xo = 0. W tym celu narysuj wykres
tych funkcji.

(2) Dana jest funkcja h(z) = v/1 — 22 o dziedzinie (—1,1). Narysuj wykres (jaki
ma ksztatt?). Jaka jest pochodna h w punkcie zg = v/2/2?7 A 2o = 1/2?

(3) Pochodne jakich jeszcze innych funkcji umiesz policzyé bez zadnych wzoréw
algebraicznych czy definicji granicy? Latwo podasz nieskonczenie wiele takich
funkcji, ale czy umiesz wymysli¢ jeszcze jakies istotnie inne niz w poprzednich
zadaniach.

(4) Dana jest funkcja f. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty
(x1, f(z1)) 1 (22, f(z2)) lezace na wykresie. Jaka ta prosta ma wspolczynnik
kierunkowy?

(5) Zalézmy, ze funkcja jest rosnaca. Jaki znak moze mie¢ pochodna w dowolnym
punkcie? A jesli jest malejaca? Czy zachodzi tez odwrotna zaleznosé, tj. czy
jesli f'(xzg) jest dodatnie dla xy € (a,b), to funkcja jest rosnaca? Sprébuj
uzasadnié¢ to na rysunku.
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Definicja pochodnej

Bardzo czesto majac wykres funkcji (np. parabole lub hiperbole) nie umiemy
bezposrednio napisa¢ réwnania stycznej w xg. W tym celu prébujemy narysowaé
styczna w spos6b przyblizony, tj. bierzemy (zo, f(z0)), male h i rysujemy prosta
przechodzaca przez (zo, f(x0)) i (xo+h, f(zo+h)). Procedura jest przedstawiona
na rysunku. Teraz mozemy zauwazy¢, ze bioragc malutkie h narysowana prosta
coraz bardziej przypomina styczna. Operacje ”brania coraz mniejszego h” nazy-
wa si¢ operacja brania granicy i oznacza limy_o ("lim” pochodzi od lacinskiego
limes, h — 0 oznacza, ze bierzemy coraz to mniejsze h, prawie rowne 0). To, ze
takie sieczne wykresu coraz bardziej przypominaja styczna zapisuje si¢ formalnie

jako

Zauwaz, ze wyrazenie pod granicg oznacza wspdlczynnik kierunkowy siecznej
wykresu.
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(11) Oblicz pochodna funkcji f(z) = x? w punkcie zog = 2 z definicji. Wskazéwka:

wstaw do definicji i rozpisz ze wzoru skroconego mnoZenia. Jaki bedzie wynik

dla dowolnego x¢?

(12) Poprzednie zadanie dla f(x) = 3 + 523. Tym razem skorzystaj z ogélnego
wzoru skréconego mnozenia.

(13) Poprzednie zadanie dla 2™ dla dowolnego naturalnego n. Uzyj ogdlnego wzoru

skroconego mnozenia.

(14) Poprzednie zadanie dla z—!. Czy taki sam dowéd dziata dla n € Z ujemnego?

(15) Poprzednie zadanie dla /z. Uzyj metody ”usuwania niewymiernosci z mia-
nownika”. Jak przypuszczasz, jak wyglada f’(x) dla dowolnego a € R. Twoje

przypuszczenie jest shuszne dla dowolnego a, nawet zespolonego!
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(16) Na fizyce czesto sie uzywa przyblizenia sin(h) ~ h dla bardzo maltych h. Uzyj
tego przyblizenia aby policzyé¢ pochodna f(x) = sin(z). Poza tym przyblize-
niem wzOr na sinus sumy moze by¢ przydatny.

(17) Uzasadnij, ze
(a) jesli g(z) = cf(z), gdzie ¢ € R, to ¢'(x) = c¢f’(x), sprébuj to zrobié z
definicji,
(b) Jesl h(x) = F(z) % g(z), to W(x) = f/(z) + ¢ (x).

zyj poprzedniego zadania do policzenia pochodnych funkcji
) 4+ 1622 + 728,

) 15sin(x) — 272,

) x/2 4227,

(d) 1+x+2%+...+a2™

(18)
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(19) (wazne!) Niech h(z) = f(z)g(x). Uzasadnij, ze
W(x) = f'(z)g(x) + f(2)g (2).

Powyzszy wzor nazywa sie reguta Leibniza. Wskazowka: napisz definicje i w
niej zauwaz, ze

J(wo+h)g(zo+h)—f(x0)g(xo) = f(wo+h)g(zo+h)—f(x0)g(zo+h)+f(20)g(xo+h)—f(20)g(z0).

(20) Oblicz pochodne korzystajac z reguly Leibniza (mozesz uzy¢ tablic dla po-
chodnych, ktérych wzoréw nie liczyle$/as).
(a) (23 + 22)e",
(b) v/ze®,
(c) log(x)x? + 15z.

(21) (wazne)Taka sama metoda jak w zadaniu (19) mozna wyprowadzi¢ nastepu-

jaca regule rézniczkowania dla h(x) = % (potrafisz to zrobi¢?):

Uzyj tej reguly wraz z regula Leibniza do policzenia pochodnych nastepuja-
cych funkcji
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(22) (wazne) Uzasadnij wzor na pochodna zlozenia (lub z angielskiego chain rule),
tj. jesli mamy h(z) = f(g(z)), to

W (x) =g (z)f (9()).
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Wskazowka: Zapisz

flg(wo +h)) — flg(xo)) _ flg(wo+h)) — flg(wo)) g(wo + D) — g(wo)
h g(wo + h) — g(wo) h '

(23) Uzyj reguly tancucha do policzenia pochodnych nastepujacych funkcji

Zadania trudniejsze dla os6b znajacych pochodne.

(24) Znajdz liczbe réznych pierwiastkéw réwnania f(f(x)) = 0 dla f(x) = 23 —
3z + 1.
(25) Niech f bedzie funkcja odwrotna do 23 /3+2x. Podaj wartosci £ (15), f"(88/3).
(26) Znajdz funkcje f spetiaja f'(z) = —(f(z))Y dla N € Ni f(1) = 5. To jest
przyktad tzw. réwnania rézniczkowego.
(27) Znajdz funkcje f spelniajaca f(0) =11

af'(x) = —4f(z) + 62°

(28) Znajdz funkcje spelniajaca f(1) =4 i
2 f(z) + f'(x) = 0.
(29) Znajdz funkcje speliajaca f(4) = 1 oraz
f'(@) +af(z) =
12/2'

Wskazowka: uzyj funkcji e



