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Wprowadzenie

Zatézmy, ze mamy dany lekki pret o dtugosci 7 m, na jego koncach sa umieszczone
ciezary o masach 3 kg i 4 kg i chcemy wiedzie¢, w ktorym miejscu nalezy pode-
przeé pret, aby zachowal réwnowage (taki punkt nazywa sie Srodkiem masy). Jest
to proste zadanie z fizyki: go podeprzeé¢ w takim puncie, zeby dlugosci jego koncow
x,y sumowaly sie do 7 m, tj. x +y = 7, oraz 4 X x = 3 X y. Rozwiazanie zadania
jest na rysunku. Zalézmy,ze teraz nie mamy preta z dwoma masami, ale trzy masy
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(np. 3, 4 i 5 kg) umieszczone w wierzcholtkach lekkiego tréjkata z blachy i chcemy
znalez¢ miejsce, w ktérym ten trojkat nalezy podeprzeé, aby zachowal réwnowage.
Zadanie mozna rozwiazan nastepujaco: wezmy masy w wierzchotkach A, B (np. 3 i
4 kg) i zastagpmy je suma mas, tj. 7 kg umieszczona w $rodku masy odcinka AB, tj.
umieszczona w puncie wyznaczonym jak wyzej (tak jakby AB byl powyzszym pre-
tem), niech to bedzie punkt D. Nastepnie mozemy wzia¢ mase 7 kg w punkcie D i 5
kg w C, érodek masy calego trojkata to srodek masy odcinka C'D. Ten sam $rodek
otrzymaliby$my, gdyby$my najpierw znalezli srodek masy odcinka BC' (tj. kolejnosé
punktéw nie ma znaczenia). Metoda $rodka ciezkos$ci zostala wymyslona (na po-
trzeby olimpiady) przez licealistéw z USA i jest czym$ posrednim miedzy geometria
elementarng a analityczna (wspo6lrzedne barycentryczne), dobrze sie sprawdza w za-
daniach olimpijskich (w realnych zastosowaniach na drugim etapie!), gdzie jest mowa
o wielokatach i stosunkach dlugosci (tez w stereometriill!). Polega ona na odpowied-
nim umieszczeniu mas w wierzchotkach figury tak, aby pewne punkty dane w zadaniu
okazaly sie sSrodkami masy. Podamy przyklad zastosowania: zatézmy, ze interesuje nas
stosunek |EF|/|FC| w tréjkacie na rysunku.
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Rozwigzanie

Przypiszemy wierzchotkom tréjkata takie masy, aby F' byl srodkiem masy catego
tréjkata. Umies¢my w B mase 2 kg, w C' mase 5 kg. Wtedy D jest srodkiem masy
odcinka BC'. Jedli teraz umiescimy w A mase 3/2, to E jest srodkiem masy od-
cinka AB. Wtedy z metody wyznaczania srodka masy trojkata musi on sie znaj-
dowaé zaréwno na AD, jak i na CE, czyli musi byé punktem F'. Zatem zastapmy
masy w Ai Bmasa3/2+2 =7/2w E. Wtedy F musi by¢ §rodkiem masy odcinka
EC, gdzie w C jest masa 5, a w E masa 7/2. Czyli z metody wyznaczania $rod-
ka ciezkosci ("réwnowazenie wagi”) mamy (masa C) x |[EF| = (masa E) x |FC|,
czyli szukany stosunek wyznaczamy z réwnania 5|EF| = 7/2|FC.

Zadania

(1) (Rozgrzewka) W ktérym miescu nalezy podeprzeé¢ 10-metrowy pret z masami
3 kg i 7 kg na koncach tak, aby byla zachowana réwnowaga?

(2) (Rozgrzewka) W wierzcholkach tréjkata réwnobocznego umieszczono masy 1,
2 i 3 kg. Zaprezentuj (rysunkowo) jak nalezy znalezé srodek ciezkosci takiego
tréjkata.

(3) Wyznacz stosunek |AF| : |[FD| dla tréjkata z przykladu (powtérz powyzsze
rozwiazanie).

(4) W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem AB, punkt F lezy na AC i spelnia
|AE| : |[EC| =1 : 2. Niech G bedzie punktem przeciecia AD i BE. Wyznacz
stosunek GE i GB.

(5) Przy pomocy metody $rodka masy udowodnij, ze srodkowe trojkata przecinaja
sie w jednym punkcie i dziela sie w stosunku 2 : 1. Wskazowka: umies¢ w
kazdym wierzcholku mase 1 kg.

(6) Udowodnij, ze w czworoscianie odcinki taczace wierzcholek z punktem prze-
ciecia sie $rodkowych przeciwleglej $ciany przecinaja sie w jednym punkcie.
W jakim stosunku sie dziela? Wskazowka: jesli w zadaniu jest wiecej punk-
tow, mozesz stosowac metode ”zastepowania” dwoch przez sume mas w Srodku
ciezkosci odcinka.

(7) Przy pomocy metody $rodka masy udowodnij twierdzenie Cevy, tj. jesli na
bokach AB, BC, CA tréjkata mamy punkty F, D i F odpowiednio oraz
odcinki AD, BE i FC przecinajg sie w jednym punkcie, to

|AF||BD||CE|

= 1.
|F'B||CD||AE|

Wskazowka: Umiesé w A mase 1 kg. Dobierz takie masy B i C' aby punkt prze-
ciecia wszystkich odcinkéw byt Srodkiem masy. Ale wtedy takze D jest $rodkiem
masy odcinka BC' - wykorzystaj to.
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(8) (Twierdzenie Varignona) Udowodnij, ze $rodki bokéw dowolnego czworokata
tworzg réwnolegtobok. Wskazowka: Wystarczy, ze udowodnisz, ze przekgine
site polowig. W tym celu umie$é w wierzchotkach rownolegtoboku masy 1 kg i
znajdz $rodek masy czworokgta: najpierw znajdujgc srodki masy E1, Fo odcin-
kéw AB i CD i biorgc Srodek masy E1FEo jako Srodek masy czworokgta.

(9) Sytuacja jest jak na rysunku. Znajdz pole AABC.
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(10) Zal6zmy, ze znamy a+b+c i d. Znajdz abe (sytuacja jak na rysunku ponizej).
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(11) (bez uzycia metody $rodka masy) Udowodnij, ze dwusieczna kata dzieli prze-
ciwlegly bok proporcjonalne do dtugosci pozostatych bokdw.

(12) W trojkacie ABC mamy |AB| = 22| AC|, dwusieczna kata przy A przecina
BC w punkcie D, niech M bedzie $rodkiem AD, P niech bedzie punktem
przecigcia BM i AC. Znajdz stosunek AP : C'P.

(13) W tréjkacie jak na rysunku mamy |AD| : |DC|=1:2, |BE|: |[ED|=1:2
oraz |EF| = |FC|. Znajdz stosunek pola tréjkata FF'G do pola trojkata ABC.

(14) Udowodnij, ze w czworoscianie ABC' D wierzchotek D, srodek ciezkosci czwo-
roscianu i $rodek kuli wpisanej lezg na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy
pola tréjkatéw ABD, ACD i BCD sa réwne.



