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Niezmienniki

Spotyka sie czasem zadanie o nastepujacym szkielecie: mamy dany pewien uktad
wyjéciowy, pewna operacje, ktorg mozemy zmieniaé¢ ten uklad i uktad koncowy,
do ktorego mamy dojsé. Niestety, najczesciej zadanie nie tyle kazg nam przejéé
od uktadu poczatkowego do koncowego, tylko pytaja czy jest to mozliwe... Sa
wigc dwie mozliwosci - albo si¢ da (wtedy pokazujemy jak to zrobié¢) albo prébu-
jemy i prébujemy i probujemy i... przekonujemy sie, ze nie da rady. Co wtedy?
Jak pokazadé, ze co$ nie jest mozliwe? Wtedy z pomocg przychodzi nam metoda
niezmiennikéw. Niezmiennikiem jest pewna specjalnie dobrana wielkos¢, ktéra
opisuje kazdy z powstajacych kolejno uktadéw tak, zeby nie zmieniata sie przy
naszej operacji. I teraz: jesli dodatkowo nasza wielko$¢ ( ” niezmiennik ” ) jest
rézna dla sytuacji poczatkowej i koncowej, to mamy juz gotowe uzasadnienie
dlaczego nie da sie przejs¢ od sytuacji wyjsciowej do koncowej! Przyktadowymi
niezmiennikami sa: iloczyn pewnych liczb, parzystos¢ liczby obiektéw w pew-
nej grupie, reszty z dzielenia przez pewne liczby. Oczywiscie gtéwna trudnosé
lezy we wskazaniu takiego niezmiennika, ktéry jest zachowywany przy naszych
operacjach i rozréznia wyjéciowa sytuacje od docelowej.

(1) Mamy do dyspozycji baniak o pojemnosci 12 litréw i butelke 3-litrowa. Czy
przy pomocy tych naczyn da sie odmierzy¢ 4 litry wody?

(2) Mamy 1 kawalek papieru. W kazdym ruchu mozemy wybraé¢ kartke i porwaé
ja na doktadnie 4 czesci. Czy w ten sposéb da sie uzyskaé¢ dokladnie 2018
kartek papieru?

(3) Rozwazmy liczbe 2018!. Obliczamy jej sume cyfr, potem sume cyfr powstale;
liczby i tak dalej az otrzymamy liczbe 1-cyfrowa. Jaka ona bedzie?

(4) Na tablicy sa wypisane liczby 1,2,3,4,5,6. W kazdym kroku mozemy zwigk-
szy¢ dwie z nich o 1. Czy postepujac w ten sposéb da sig¢ uzyskaé 6 takich
samych liczb na tablicy?

(5) Smok ma 200 gléw. Potrafi zadawaé 4 rodzaje cioséw:
(a) 45 obcina, 33 odrasta,
(b) 21 odcina i nic nie odrasta,
(c) 17 $cina, 14 odrasta,
(d) (pechowy) odcina jedna, 349 odrasta.
Czy rycerz jest w stanie pokonaé¢ smoka?
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(6)

(12)

(13)

(14)

Mamy 17 skarpetek z6ttych, 15 zielonych i 13 niebieskich. W kazdym ruchu
mozemy zamieni¢ dwie skarpetki réznych koloréw na pare skarpetek w trzecim
kolorze. Czy w ten sposéb mozemy dostaé¢ wszystkie skarpetki tych samych
kolorow?

Danych jest 25 liczb —1. W jednym ruchu wolno jednoczesnie zamieni¢ znak
dowolnych dwdch sposéd nich. Czy w ten sposéb da si¢ uzyskaé 25 liczb 17

W szatni na wieszakach wisi 20 kurtek. Do szatni wchodzi 17 oséb sposérdod
ktorych kazda zdejmuje i wiesza kurtke, lub zdejmuje swoja kurtke z wieszaka,

ubiera ja i wychodzi. Czy po wyjsciu tych 17 0séb na wieszakach moze zostaé
doktadnie 10 kurtek?

Zaba skacze po prostej. W n-tym skoku skacze o n cm w prawo lub lewo
(kierunek wybiera sama). Czy po wykonaniu 57 skokéw moze znalezé sie w
punkcie wyjscia?

W kolejce czekaja 3 osoby. Co pewien czas pewne sasiednie osoby zamieniaja
sie miejscami. Dowiesé, ze po parzystej liczbie zmian te osoby nie ustawia sig
w kolejnosci odwrotnej do poczatkowej kolejnosci.

Dany jest 12-kat foremny AjAs---Ajo. W wierzchotku A; stoi znak +, a
w pozostatych wierzchotkach znak —. Ruch polega na wybraniu 6 kolejnych
wierzcholkéw oraz na zmienie znaku stojacego w kazdym z tych wierzchol-
kéw. Wykazaé, ze wielokrotne stosowanie tej operacji nie moze doprowadzié
do sytuacji, w ktorej w wierzchotku As bedzie znak + a w pozostatych —.

Danych jest 15 liczb —1. Dopuszczalna operacja polega na zamienia znaku
trzech liczb. Zbadaé, czy wykoanien tej operacji parzysta liczbe razy moze
doprowadzié¢ do 15 liczb 1.

Dany jest tréjmian kwadratowy 22 + 6z +7. W kazdym ruchu mozna zamienié
x w tréjmianie na ax + b dla pewnych liczb a,b € R i w ten sposéb otrzymaé
nowy tréjmian, np. jesli wybierzemy a = 2 1 b = 1 to otrzymamy tréjmian
(22 +1)2 +6(2z + 1) + 7. Czy wykonujac taka operacje wielokrotnie mozna
doprowadzié¢ do tréjmianu =2 + 4x + 107

Dany jest szescian: w dwoch przeciwleglych wierzchotkach pewnej $ciany stoi
liczba 1, a w pozostalych 6 wierzchotkach liczba 0. Ruch polega na wybraniu
krawedzi i zwigkszeniu o 1 liczb stojacych w obu koncach krawedzi. Wyka-
za¢, ze nie mozna w ten sposob otrzymaé jednakowych liczb na wszystkich
wierzchotkach sze$cianu.

Czy konik szachowy moze przejé¢ z wierzchotka szachownicy do wierzchotka
przeciwnego bedac w kazdym z pdl doktadnie raz?



