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Teoria liczb
(1) Wykazaé, ze dla kazdego n € N liczby 14n+ 3 i 21n + 4 sa wzglednie pierwsze.
(2) Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n? jest podzielna przez
n-+2.

(3) Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n,m, ze 2™ + 1 = n?.

(4) Liczby catkowite x,y speniaja réwnoéé z2 + 2y? = 2zy. Wykazaé, ze x = y =
0.

(5) Niech n,m € N. Udowodnié, ze jedli mn dzieli liczbe m? + n? 4+ m, to m jest
kwadratem liczby calkowitej.

(6) Znajdz wszystkie liczby catkowite z,y, z dla ktérych z? 4 y? = 722

(7) Niech p bedzie liczba pierwsza i niech n = p? — 3p + 3. Wykazaé, ze liczba
2™ —n 4+ 1 jest podzielna przez p.

(8) Niech p-pierwsza. Udowodnij, ze liczba 17 4-2P+. . .4 (p—1)P+pP jest podzielna
przez p? (jedli nie umiesz dla p? to zréb chociaz dla podzielnoéci przez p).

(9) Wyznaczy¢é wszystkie liczby catkowite n, m speliajace réwnanie (n? +m)(n+
m?) = (n —m)3.
(10) Udowodnij, ze istnieje liczba calkowita majaca dokladnie 2000 dzielnikéw
pierwszych taka, ze 2™ + 1 jest podzielne przez n.
(11) Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek liczb catkowitych a, b, ¢ spel-
niajacych rownanie

1 1 1 1 12

Roéwnania i nieré6wnosci
(1) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nier6wnosé

7 7 7
a b c 5 .5 5
bj‘i‘g"ﬁ‘?)a +b° + .
Uwaga: jesli w zadaniu korzystasz z jakiejs nietrywialnej nieréwnosci musisz
zaprezentowad jej dowdd i wyttumaczyé jak jg stosujesz.
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(2) Udowodnij, ze jesli 2 + y3 < 22y, to 27 +¢° < 2.

(3) Dana jest liczba dodatnia a < 1 i liczby catkowite 0 < k1 < k2 < ... < k.
Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé
2 ¢ 1+a

< (a2k1+a2k2+...+a2kn>
1—-a

(akl + g2 —i—...—i—ak")

(4) Rozwiaz uklad réwnan w liczbach nieujemnych
y3 =22 +zx—-1
23 = y2 +y—1
=22 +z-1.

(5) Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste spelniajace réwnanie 8% (3z + 1) = 4.

(6) Znajdz wszystkie rozwiazania ukladu réwnan

y? =23 — 322 + 22
22 =33 — 3y +29.

Kombinatoryka

(1) Udowodnij, ze z dowolnego ciggu n? + 3n-wyrazowego mozna wybraé co naj-
mniej n-elementowy podcigg monotoniczny.

(2) Kwadrat o boku 7 podzielono na kwadraty jednostkowe. Znalez¢ najmniejsza
liczbe kwadratow jednostkowych, ktore trzeba zaznaczyé¢, zeby nie mozna byto
znalez¢ prostokata o wymiarach 1 x 4 i ztozonego z kwadratéow jednostkowych,
ktory nie zawieratby zadnego zaznaczonego kwadratu.

(3) W szedciu kratkach tabeli 4 x 4 narysowano gwiazdki. Udowodnié, ze mozna
wykredli¢ dwa wiersze i dwie kolumny tej tabeli w taki sposéb, aby w niewy-
kreslonych polach nie pozostaly zadne gwiazdki.

(4) Punkt P lezy wewnatrz pewnego wieloScianu wypuklego. Udowodnié, ze ist-
nieje taka $ciana wielodcianu, dla ktérej rzut prostokatny punktu P na ptasz-
czyzne Sciany znajduje sie wewnatrz $ciany.

(5) W prostokatnej tabeli ztozonej z liczb rzeczywistych wolno zmienié¢ znak wszyst-
kich liczb w jednym wierszu albo wszystkich liczb w jednej kolumnie. Dowies¢,
ze przez wielokrotne stosowanie tej operacji mozna otrzymac tabele, w ktorej
sumy liczb w dowolnej kolumnie i w dowolnym wierszu sa nieujemne.

(6) Na tablicy napisano pare (5,19). Jesli na tablicy jest para (a,b), to mozna
dopisaé¢ pare (a + 1,b 4 1) jesli jest para (a,b) liczb parzystych, to mozna
dopisaé pare (a/b,b/2) jesli sa pary (a,b) i (b, c), to mozna dopisaé pare (a, c).
Rozstrzygnaé, czy w ten sposéb uda si¢ otrzymadé pare (1, 100).



