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Twierdzenie Ptolemeusza

Jedli czworokat ABC' D jest wpisany w okrag, to
|AC||BD| = |AB||CD| + |AD||BC.

(1) Udowodnij twierdzenie Ptolemeusza. Wskazowka: dobierz punkt E na przekqt-
nej tak, aby zaznaczone na rysunku kqty byly rowne. Do czego jest podobny
NAED? A do czego NCDE? Wypisz odpowiednie zaleino$ci wynikajgce z
podobienstwa i wywnioskuj twierdzenie.

(2) Niech X- dowolny punkt na okregu opisanym na tréjkacie réwnobocznym
ANABC. Udowodnij, ze dlugo$é jednego z odcinkéw X A, X B, XC jest réwna
sumie pozostalych.

(3) Méwimy, ze dwie liczby a > b sa w zlotym stosunku, jesli

a+b

a
b a

o=

Liczba ¢ jest réwna 1+2‘/5 i wykorzystuje ja sie czesto w réznych koncepcjach

artystycznych. Udowodnij korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, ze przekat-
na i bok pieciokata foremnego sa w ztotym stosunku.
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(4) Przy uzyciu twierdzeniu Ptolemeusza udowodnij twierdzenie Pitagorasa. Wska-
zowka: wpisz trojkgt prostokgtny w okreg i cos dorysuj.

(5) Tréjkat AABC wpisano w okrag. Oznaczamy przez m, n, k odleglodci pewnego
punktu X lezacego na okregu od bokéw BC, AC, AB (zalézmy, ze X lezy na
a

tym tuku BC, ktéry nie zawiera A). Wykaz, ze & = % + £, gdzie a,b,c -
dtugosci bokéw BC, AC' i AB.

(6) (pomocnicze) Niech My, My, M3 oznaczaja odpowiednio $rodki bokéw BC, AC, AB
tréjkata, O - Srodek okregu opisanego. Udowodnij, ze na czworokacie AMoO M3
da si¢ opisaé okrag.

(7) (pomocnicze) Niech a,b,c -dlugosci bokéw tréjkata, r- promien okregu wpi-
sanego. Uzasadnij (przy oznaczeniach z poprzedniego zadania), ze

r(a+b+c) =|0Mila+ |OMs|b+ |OMs|c.

(8) Wykaz, ze w tréjkacie ostrokatnym suma odleglosci $rodka okregu wpisanego
do bokdéw tréjkata jest réwna sumie promieni okregu wpisanego i opisanego.
Wskazowka: uzyj dwoch poprzednich zadan.

(9) Dowolny okrag przechodzacy przez wierzcholek kata odcina na jego ramionach
odcinki dlugosci m i n, a na dwusiecznej dlugosci [. Udowodnij, ze stosunek
mT“‘” nie zalezy ani od promienia, ani od polozenia wyjsciowego okregu.

(10) (OM Niemcy 2014) Niech ABCDEFG bedzie siedmiokatem foremnym. Uza-
sadnij, ze
1 1 1

aC| " 1aD] ~ [AB|

Wskazowka: rozwazyé czworokgt ABDG.

(11) Na przeciwprostokatnej pewnego tréjkata prostokatnego zbudowano (na ze-
wnatrz trojkata) kwadrat, ktérego jednym bokiem jest owa przeciwprostokat-
na. Wyznacz odlegto$¢ wierzchotka kata prostego od srodka symetrii kwadratu
wiedzac, ze przyprostokatne maja dhugosci a, b.

(12) W szesciokacie wpisanym w okrag pie¢ bokéow ma dlugosé 81, bok AB ma dlu-
gos¢ 31. Znajdz sume dtugosci wszystkich przekatnych, ktére da sie narysowaé
z wierzchotka A.

(13) Szesciokat o bokach dtugosci (kolejno) 2,7,11,11, 7, 2 wpisano w okrag. Znajdz
promien tego okregu.

(14) Zalézmy, ze kwadrat ABCD jest wpisany w okrag i P lezy na krétszym tuku
CD. Udowodnij, ze

|PA| + |PC| = V2|PB].



