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Nierownosci srednich

Zalézmy, ze mamy dane liczby dodatnie ai,as,...,a,. Wtedy prawdziwa jest
nastepujaca nieréwnos$¢ miedzy Srednia arytmetyczna (arithmetic mean) a geo-
metryczna (geometric mean), tj.

(AM—GM) Yajas...an <

a1 +az+...+an

n
Wprowadza si¢ tez inne rodzaje $rednich, np. $rednia harmoniczna, tj. zachodzi
Yajay .. an < i
a1ag...0n X i i T -
ail + E + “ e + a

Sa tez inne rodzaje Srednich, np. srednie potegowe, jednak nieréwnosci dla tych
$rednich tak naprawde wynikaja z nieréwnosci (AM-GM)]). Nier6wnosci $rednich
sa czesto stosowane w zadaniach optymalizacyjnych jako metoda alternatywna do
twierdzen analizy matematycznej wielu zmiennych, w przypadkach praktycznych
dajac rozwiazania $rednio (2n)-razy krétsze, gdzie n jest liczba zmiennych.

Optymalizacje przy uzyciu nieréwno$ci (AM-GM) (zadania pozyczone od dr
Jarostawa Wréblewskiego)

(1) Znajdz najwieksza warto$¢ wyrazenia m dla a,b > 0. Podaj liczby, dla
ktorych wartos¢ ta jest osiagana.

(2) Niech a,b,c¢ > 0. ZnajdZ maksymalna warto$é ponizszych wyrazen. Podaj
dla jakich liczb to maksimum jest przyjmowane (prostsza wersja tego zadania
pojawila sie na rosyjskim OM).

abc abc abc abc
a3 + b3 +125¢37 8ad + b3 + 643’ a2 + 8b% +8b%7 54a? + b4+ A

(3) Tak samo jak wyzej dla wyrazen
abc abc
2a2 + 303 4 64c87 3a? + 160° + 6
(4) To samo, tyle ze dla dwéch liczb a, b > 0:
ab? ab? a’b? ab
4a3 + 137 27a* + b a® +48b°7 a3 + b3 + 64

(5) Dana jest funkcja (dwdch zmiennych) f(z,y). Znajdz pary liczb rzeczywistych
dodoatnich x,y > 0, dla ktérych to maksimum jest osiagane. Zréb to dla
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nastepujacych funkcji
2,2 2,2
Ty Ly Yy Yy
w24y + 1 2245+ 17 S+ Sy’ 234y  +ay

(6) Niech a,b,c > 0. Znajdz maksimum wyrazenia
abc
(a+b)(b+c)(a+c)

(7) Niech a,b,c,d > 0. Znajdz maksimum wyrazenia
abcd
(a+d)(b+d)(c+d)(a+b+c)

(8) (Zadanie z analizy wielu zmiennych, zréb je szybciej!) Znajdz najwieksza war-
tos$¢ funkeji f(x,y,2) = xy + yz + zx na sferze o promieniu 1.

(9) Dana jest elipsa 222 + 3y? = 1. Wpisz w nig prostokat o najwiekszym polu.

(10) Znajdz najwieksza wartoéé funkcji f(z) = z(1 — 2®) dla 0 < x < 1. Uzycie
pochodnych jest tutaj niepotrzebne.

Inne zadania konkursowo-olimpijskie

(11) Dla dodatnich z,y, z udowodnij nieréwnosé
zy? 4yt 4 za? <23 P 4 2B
Jest to specjalny przypadek tzw. nieréwnosci o ciggach jednomonotonicznych.

(12) Znajdz wszystkie liczby n dla ktérych istnieje rozwiazanie ponizszego ukladu
rownan w liczbach dodatnich

r1tretta, =1,
x1_1+3:2_1+...+x;1 =0.
(13) Dany jest ciag liczb dodatnich ay,ag,...,. Okreslamy nowy ciag
by, = ni{/araz ... ap.
Udowodnij, ze dla dowolnego n zachodzi b, — b,—1 < an,.
(14) Niech a,b,¢ > 01 a + b+ ¢ = 1000. Udowodnij, ze
a? b? c? a?+ b +c2
301 a’ 1051 30407+ eBrad 304 fab b8 o 1048

(15) Liczby dodatnie z,y > 0 spekniaja réwno$é a2 + 3% = 2° 4 5. Uzasadnij, ze
22 +y? <1+ ay.

(16) Liczby dodatnie spetniaja warunek x2 + 1 < 2xy. Udowodnij, ze 2% +3° < 2.

(17) Dla 2,y > 1 wykaz, ze 27 + 21 > 8.



