Zadanie 1.
Zapiszmy AM-GM dla argumentéw {a®,1,1,1,1,1,1,1}. Mamy

aA+1+1+14+1+1+1+1

Vad-1-1-1-1-1-1-1<

8
Zwinmy wyrazenia z jedynkami. Mamy
8/ g a®+7
a® < 3
Pomnézmy obie strony przez 8. Mamy
8a <a®+ 7.1

Zadanie 2.
Zapiszmy AM-GM dla argumentéw {a*, b, 4,4}. Mamy

4 34
e i s
4
Zwinmy wyrazenia z czwérkami. Mamy
446t +8
V16 - a* - bt < %

Pomnoézmy obie strony przez 4. Mamy
8ab < a* +b* + 8.W

Zadanie 3.

e zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a?, a2, a?,b%, ¢, 3} mamy

6
6Va2-a2-a? b -3 -3 < 3a% 4 b0 + 263,
zatem m < % i réwnoéé zachodzi wtedy, kiedy a? = b5 = 3, czyli b= Ja i ¢ = Va?.

e zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a?, 564, 56, 56*} mamy

4/a* - (5b%) - (5b%) - (5b4) < a* + 15b%,

ab3 1 P 7z . . 4 4 sy 4/1
zatem Srigmr < rEy7z 1 rOWNose zachodzi wtedy, kiedy a® = 5b%, czyli b=a - /5.

e zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {3a%, 6%, 9c6} mamy
3V/3a6 - b - 96 < 3a® + % + 9¢5,
zatem Wm < % i ré6wno$é zachodzi wtedy, kiedy 3a8 = 4% = 9¢8, czylib=a- V/3ic=a- V3.

e zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a*,3b%,9¢%, 9¢3} mamy

4{/a* - (3b%) - (9¢8) - (9¢%) < a* + 3b* + 18¢%,

zatem

a4+3“blfi1808 < 12% i réwno$é zachodzi wtedy, kiedy a* = 3b* = 9¢®, czyli b = a- (‘/g ic=+/a- (“/g.
e niech ¢ = 1, wtedy wyrazenie bedzie postaci

B3
b2 +3

i moze ono przyja¢ dowolnie duzg wartosc.



Zadanie 4.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {z*, 4%, 1/2,1/2} mamy

4oty (12) - (1/2) <a' 44 + 1,

zatem < i réwno$é zachodzi wtedy, kiedy z* = 3® = 1/2, czyli (z,y) = (2*1/4, 2*1/8)

_ay? 1
ziyB4+1 S 242

Zadanie 5.

Zalézmy, ze jednym z rogéw prostopadlodcianu bedzie punkt (x,y, z). Wtedy jego objetosé bedzie réwna |8xyz|,
2
zatem musimy zmaksymalizowa¢ to wyrazenie przy warunku ”7—; + % +622 =1.

Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {%, %, 6z2} mamy nieréwnosé
72 y2 72 y2
3% % 622 < — + = 627 =1.
3 5 27X 3 + 9 + 6z
Uporzadkujmy te nieréwnosé.
1
foyal < 5

Podniesmy do potegi 3/2 i pomnézmy przez 8. Mamy
8|zyz| < 8- 3732
y2

Rownos$é w tej nieréwnosci zajdzie wtedy, kiedy % =45 = 622 = 1/3, zatem rogami prostopadtoécianu beda

punkty (il, + %, i\/%g) i bedzie mial on objetos¢ 8 - 373/2,

Zadanie 6.
Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé

7 \?2 7 \?
2 2 2 2 _ g
(5b — T7ab + 2.46a ) + (50 — Tac + 2.46a ) = <b\/5 a2ﬁ> + (C\/g a2\/5) >0

Nieréwnos¢ z treséci zadania mozna przepisa¢ do postaci
5b% — Tab + 2.46a% + 5¢2 — Tac + 2.46a* + 0.084% > 0,

co jest oczywiste przez uprzednio udowodniong nieréwnosé i nieujemnosé 0.08a2.

Zadanie 7.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {(1/2)a?, (1/2)a?, (3/2)b%, (3/2)b*} mamy nieréwnosé

43/(1/2)a2 - (1/2)a2 - (3/2)b" - (3/2)b" < a® + 3b*
Przeksztalcajac ja otrzymamy nieréwnosé
2V3 - ab® < a® + b,
Zsumujmy cykliczne odpowiedniki powyzszych nieréwnosci. Mamy
2V3(ab? + bc® + ca®) < a® + b + 2 + 3(a* + b + &),
co jest mocniejsza wersja nieréwnosci z tresci, poniewaz 2v/3 > 3.

Zadanie 8.

Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé

(207 = 2ab + (1/2)6?)+((9/2)6* = 3be + (1/2)e? )+ ((1/2)¢? — Gea + 18a2) = (a\/ﬁ—b\/g)QjL(b\/g—C\/g)Q—i—(\/gc—v

Ta nier6wnosé jest rownowazna nieréwnosci z tresci zadania.



Zadanie 9.
Przeksztaté¢my réwnoéé z tresci zadania. Mamy

2
b 3 b1 3 1\?
a2+b2+a2+a—\/§:(a2—\/§+4a2>+<b2++>:<a—\f> +<b+> =0

a 4a? 2a 2a

Suma kwadratéw jest zerem wtedy i tylko wtedy, kiedy poszczegdlne kwadraty sa zerami, zatem musi zajsé
uktad réwnan:

a— % =0
{b +5 =0
Ten uklad spelniaja dwie pary liczb: (a,b) = ({*/%, —{‘/g) i(a,b) = (—{1/%, {*/g)

Zadanie 10.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {(1/3)a?, (1/3)a?, (1/3)a?, (1/2)b3, (1/2)b, ®} mamy nieréwnosé

6\6/(1/3)a2 ~(1/3)a2 - (1/3)a2 - (1/2)b3 - (1/2)b3 - b < a® + b + 8
Przeksztatcajac ja otrzymamy nieréwnosé
V3-V4-abe < a® + b3 4 5.
Podzielmy te nieréwno$é przez v/3 - /4. Otrzymamy

a,2+b3+66
V3.4

. .. . . , ;. ;e . . 3
co jest mocniejsza wersjg nieréwnosci z tresci, poniewaz /3 - ¥4 > /7.
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