Zadanie 1.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {1642, 256} mamy

24/(16a2) - (25b2) < 16a* + 2502,

zatem < % i 16wnoéé zachodzi wtedy, kiedy 16a? = 25b%, czyli b = %a.

ab
16a2+25b2

Zadanie 2.

1. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a?, b3,125¢3} mamy

3¢/ad - b3 - (125¢3) < a® 4+ b® + 12562,

T < % i réwno$é zachodzi wtedy, kiedy a® = b = 125¢3, czylib=aic= %a.

abc
zatem a3+b3+125¢

2. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {8a?, b3, 64c3} mamy

3/(8a%) - b3 - (64¢3) < 8a® + b7 + 64¢?,
zatem 52 - < i i réwno$é zachodzi wtedy, kiedy 8a® = b® = 64¢3, czylib=2aic = %a.

8a3+b3+64c3

3. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a?/2,a?/2,8b*,8¢*} mamy

43/(a2/2) - (a2/2) - (8bY) - (8¢t) < a* + 8b* + 8¢,

zatem % < % i réwnosé zachodzi wtedy, kiedy a?/2 = 8b* = 8¢*, czyli b = ¢ = % “ya.

4. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {27a?,27a2,b*, ¢*} mamy

4{‘/(27&2) (27a2) - bt - ¢t < 54a® + b 4

zatem < 121\/?: i réwnosé zachodzi wtedy, kiedy 27a% = b* = ¢*, czyli b= ¢ = 33/4. Va.

abc
54a2+bi4ct

Zadanie 3.

1. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {%aQ, %az, %aQ, %b3, %b?’, 6406} mamy

2 2 2
GV (52) - (52) - (52) - (50°) - (5) - (0209) < 2024 30" + e

abe 1 e s . . 2 2 _ 313 _ 6 . _ 34 92 .
zatem goorgs ey < 24/ 1 rownos¢ zachodzi wtedy, kiedy 5a° = 50° = 64c¢”, czyli b = {/ga” i

_ 6/1 2
c—\/%a.

2. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a?,a?, a?, 8b, 863, %} mamy

66/@2 a2 - a2 (8b2) - (8b2) - (b) < 3a® + 161> + 5,
zatem m < & 1 réwno$é zachodzi wtedy, kiedy a? = 8b% = ¢°, czyli b = 2Va? i c = Va2.
Zadanie 4.

1. podstawiajac za zmienng b zmienna a, wyrazenie przyjmuje postac

a4 a

5a3 5

i moze by¢ dowolnie duze



2. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéow {27@4, %b‘l, %b‘l, %b‘l} mamy

4\4/(27a2) - (;zﬁ) : (;w) : (;b‘*) < 27a* + b,

zatem % < i i réwnoéé zachodzi wtedy, kiedy 27a* = %b‘l, czyli b = 3a.

3. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a®/2,a°/2,16b°,16b°,166° } mamy

53/(a3/2) - (a3/2) - (166%) - (1655) - (166%) < a® + 480,

zatem a;f% < % i réwnosé zachodzi wtedy, kiedy ‘12—5 = 16b°, czyli b = a/2.

4. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {a®,b%,64} mamy
3Va? b3 64 < a® + b + 64,
zatem Mﬁ < 1—12 i réwnoéé zachodzi wtedy, kiedy a® = b3 = 64, czyli a = b = 4.

Zadanie 5.

1. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {z2/3,2%/3,22/3,y3/2,y3/2,1} mamy

6/(22/3) - (82/3) - (#2/3) - (4#/2) - (4*/2) 1 < a? + o + 1,

3 3 E
zatem xzfy%Jrl < ‘/§6\/§ i réowno$¢é zachodzi wtedy, kiedy % = yg =1, czyli (z,y) = (\/3, \“ﬁ)

2. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {z%/5,22/5, 22 /5,2%/5,2%/5,y°/2,vy°/2,1/3,1/3,1/3} mamy

10 1{)/(932/5) (a?/5) - (22/5) - («?/5) - (22/5) - (4°/2) - (¥°/2) - 1/3-1/3 - 1/3 <a® +y° + 1,

zfyy5+1 < f‘fl\ﬁ i réwno$¢ zachodzi wtedy, kiedy & = % = 1/3, czyli (z,y) (\f, [)

zatem

3. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {29, y5 zy/2, xy/2} mamy

44/ab -y (xy/2) - (2y/2) < ® +y° + ay,

zatem % < # i réwnosé zachodzi wtedy, kiedy 26 = 3% = xy/2, czyli (z,y) (\/; \/>)

4. zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {x3/7,23/7,...,23/7,y7/3,y7 /3,47 /3, 2y} mamy

1 1\1/(903/7) S(@3)7) - @3T) - (YT/3) - (yT/3) - (yT/3) ey < 2+ yT +ay,

zatem ng;?ixy < 77/111'133/11 i réwno$é zachodzi wtedy, kiedy 22/7 = 47/3 = zy, czyli (z,7y) = ( V/3.76, /32 7).

Zadanie 6.
Zauwazmy, ze z trzech uzy¢ AM-GM dla argumentéw odpowiednio {a, b}, {b, ¢}, {¢,a} mamy nieréwnosci

Wab<a+b, 2Vbe<b+ec, 2yca<c+a,

ktére po pomnozeniu dadza nieréwnosé
8abc < (a+b)(b+ c)(c+a),

zatem % < % 1 réwnosé zachodzi dla a = b = c.



Zadanie 7.
Zauwazmy, ze z czterech uzy¢ AM-GM dla argumentéw odpowiednio {a/2,a/2,d}, {b/2,b/2,d}, {c/2,¢/2,d},
{a, b, c} mamy nieréwnosci

2 2 2
3,3/%d<a+d, 3{’/%d<b+d, 3{’/%d<c+d, 3Yabe <a+b+e,

ktére po pomnozeniu dadza nieréwnosé

2
%abcd <(a+d)b+d)(c+d)(atb+oe),

abed <
(a+d)(b+d)(c+d)(a+b+c)

zatem % 1 rownos$é zachodzi dla a = b = ¢ = 2d.

2

Zadanie 8.
Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé

202 + 2% +22% — 2wy + 2z +2zx) = (x —y) 2 +(y—2)* + (2 —x)* > 0.
Z warunku lezenia na sferze o promieniu 1 punktu (z,y, z) i z definicji f(z,y, z) mamy nieréwnosé

222 + 2% + 222 — (2zy + 2yz + 222) = 2 — 2f(x,y,2) > 0,

zatem zachodzi nier6wno$é f(xz,y,z) < 11 réwnosé zachodzi dla x =y =2z = %

Zadanie 9.
Wyznaczmy zaleznoéé y od x dla punktéw lezacych na tej elipsie. Z réwnoéci 222 +3y? = 1 mamy y = + %
iz € {—%, %} . W zaleznoéci y od x, x wystepuje tylko w kwadracie, zatem mozemy ograniczy¢ jego przedziat
do [0, 5.

Wiemy, ze elipsa jest érodkowo i osiowo symetryczna, zatem prostokat, ktorego rég znajduje sie w punkcie
(p, q) lezacym na elipsie ma pole 4|pq|.

_2:132

Wstawiajac za (p, q) pare (x, + > otrzymujemy do zmaksymalizowania wyrazenie

1 — 222
3

1—222|
3 —

4

X

dlaxe{,f]

Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {§x2 1= 21

1—2:U2 212 1—2:U2
20 oy 2 <v6.1

a réwnos¢ zachodzi dla ¢ = , zatem najwiekszy prostokat wpisany w elipse 222 4+ 3y? = 1 ma pole \/g ijego

} otrzymujemy nier6wnosé

rogi majg wspoélrzedne (:|:§, :l:%>.

Zadanie 10.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {3z3,1 — 23,1 — 23,1 — 23} mamy nieréwnos¢

43 - f(z)3* = 4/ (323) (1 — 23)3 < 3,

rownos¢ zachodzi dla ¢ = \3/% . Dalej mamy

f(x)3/4 < 33/4 . 1

)

W |



zatem podnoszac obie strony réownosci do potegi 4/3 mamy

1

wiec maksimum funkeji f(x) na przedziale [0,1] to 3-27%/3 i taka warto$¢ jest przyjmowana dla 2 = 272/3.

Zadanie 11.
Zauwazmy, ze z trzech uzy¢ AM-GM dla argumentéw odpowiednio {z3, 4,33}, {y3, 23,23}, {23, 23, 23} mamy
nieréwnosci
323y < 2% 4293, 391826 <yt 4223, 3V3ab < P+ 245,

ktére po zsumowaniu dadza nieréwnosé
3(xy? +y2? + 2a?) < 3(a® + P + 2%,

réwnowazng nieréwnosci z tezy zadania.

Zadanie 12.
Zauwazmy, ze z HM-AM dla argumentéw {x1,x2, ..., x,} mamy nieréwnosé

n .
n 1T

—1
D1 T n

Wstawiajac 1 za Y ;" @; 19 za D> ) x; L otrzymujemy nieréwnosé

<

i

©o|3
S|

zatem n? < 91 n < 3. Rozwazmy trzy przypadki:

l.n=1
Wtedy nie moze istnie¢ taka liczba x1, ze z1 =11 xfl =09.

2. n=2
Wtedy niech o0 = 1 — 21 = 1 — x. Mamy % + ﬁ = 9 jest réwnowazne z 922 — 9z + 1 = 0, zatem
T = 971\8/475 129 = 79+1\8/1T5.

3. n=3

).

ol

Wtedy mozliwe pary to (z1,z2,23) = (%, %,

Jedynymi mozliwymi wartosciami n sa 2 i 3.

Zadanie 13.
Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw < an, " VI[P ais " VI ais ..., YIS @i ¢ mamy nieréwnoéé
Y7 9 =1 9 =1 ’ ) =1 y

n—1

Zadanie 14.

Zauwazmy, ze z trzech uzyé AM-GM dla argumentéw odpowiednio {a”, 1,1,...,1}, {b%,1,1,...,1}i{c5 1,1,...

mamy nieréwnosci
a’+6>7a, bY+14>15b, S +7> 8¢

Mozemy, korzystajac z tych nieréwnosci, ograniczy¢ utamek m od géry.
a? a? a? a? a?
= < = <
30+a”+b0P 4+ 34a"+6+b5+144+B+7 34+ Ta+150+8c 7003+ T7b+c 7003

Sumujac analogiczne nieréwnosci dla pozostalych utamkéw otrzymujemy teze.

1}



Zadanie 15.
Zauwazmy, ze (2 4+ y3) (2% + y?) = 2° + y° + 2%y (x + y), zatem

zy(z +y)

_ _ Yy

2 — oy + 9>

2+ ty) 2P+’ +atP(aty)
l‘3+y3 $3+y3

2

Wystarczy, ze udowodnimy nieréwnoéé zy < z? — zy + y?, ktéra oczywiscie jest réwnowazna nieréwnosci

0< (z—y)? =222y + 12

Zadanie 16.
Niech u = zy. Zauwazmy, ze

20 + y9 = (:U3 + y3)(:c6 - 1:3y3 + yG) = (x?’ + y3) ((x3 + y3)2 - 3:L“3y3> < 2u(4u2 — 3u3) = 2u3(4 — 3u)

Wyrazenie 2° 4 3 jest dodatnie, zatem u € (0, 3) Wyznaczmy maksimum funkcji f(u) = 2u®(4 — 3u) na
przedziale (0, %)

Zauwazmy, ze z AM-GM dla argumentéw {u,u, u,4 — 3u} mamy nier6wnosé

2744/ f(u) = 4{/ud(4 - 3u) < 4,

ktora staje sie rownoscig dla u = 1. Podnoszac obie strony nieréwnosci do potegi 4 mamy

Flw) <2.

A przeciez 29 +3° < f(zy) < 2.

Zadanie 17.
Zauwazmy, ze dla x> 1 zachodzi nieréwnosé¢ 25 > 4, poniewaz 2% — 4z + 4 = (z — 2)? > 0.
Dalej z AM-GM dla argumentéw { L } mamy
z Y z Y z’ Y’

2 . =2 . <
Vi—1 Vy—1 “Vy—1 Jr—1 y—-1 z-1

Bartosz Chominski



