Zadanie 1.
1

Wykorzystujemy nieréwnosé k—lg < k2171 = (k_l)l(k =y i réwnosé Wl(k—i-l) =1 T +1 dla k£ > 11 otrzymujemy

sume teleskopowa. Skladnik % zostawiamy:.

Zadanie 2.
Wykorzystujemy réwnosé m = % . (% — n#%) i mamy sume teleskopowa.
Zadanie 3.
2 2
Wykorzystujemy wzér skroconego mnozenia +b aajg i mamy sume teleskopowa.
Zadanie 4.
Wykorzystujemy réwnos¢ — +3n o Rl O +1)1(n = = %H — %ﬁ i mamy sume teleskopowa.
Zadanie 5.

Wykorzystujemy definiujaca liczby Fibonacciego réwnosé Fyi11 = Fi + Fi—1 1 mamy:

n “ 1 i i n 1 1
e o I
i Fre- 1Fk+1 = e (Fer + Fy) (o Feer Fien [ FerFe FieFi
Mamy sume teleskopowa:
1 1 n 1 1 P 1 1
FF FF, FRFE BFy T FaF, FF’
z ktérej zostanie po skréceniu
1 1 1
- =1-—=—x<1
FOFI FnFn-‘rl FnFn+1
Zadanie 6.
2
Wykorzystujemy réwnosé (1 — n—g) = ”ngl = "T_l : "T'H i mamy iloczyn teleskopowy.
Zadanie 7.

ol
1=

— %5 1 mamy sume teleskopowa.

Wykorzystujemy rownosé k(k ) = 23

Zadanie 8.
Wykorzystujemy réwnosé 1#2(/712711)2 = k% — W i mamy sume teleskopows.

Zadanie 9.

Wykorzystujemy réwnosé 0 kil k42§ mamy sume teleskopows.

k
E+D! = kD!~ (R+2)!

Zadanie 10.
Niech rozpatrywana suma bedzie réwna s. Pomnézmy rozpatrywang sume przez 2 — 2 cos x. Otrzymamy wtedy
cigg przeksztalcen:

n n
s(2—2cosz) = Z cos(kz) - (2 —2cosx) (2 Z cos(kx) ) - Z 2 cos x cos(kx)
k=0 k=0
Ze wzoru na iloczyn cosinuséw 2 cos acos 3 = cos (a + 3) + cos (o — 3) mamy dalej:

n

<2 z": cos(kx)) - z": 2 cosx cos(kx) = 2s — Z (cos(k + 1)z + cos(k — 1)z) =
k=0

k=0 k=0
=25 — ((cosz + cos(—x)) + (cos 2z + cos0) + - - - + (cos nx + cos(n — 2)x) + (cos(n + 1)z + cos(n — 1)x))

Zauwazmy, ze sktadniki cosx,cos2zx,...,cos(n — 1)z wystepuja w tej sumie doktadnie po dwa razy, a cos0 i
cos nx dokladnie jeden raz, zatem mozemy odjaé sztucznie cos0 i cosnx i zostanie nam 2s:

25 — (cos(—x) — cos 0 — cosnx + cos(n + 1)z + 2s) = — cos(—x) + cos 0 + cosnx — cos(n + 1)z



Zatem otrzymujemy réwnosé
s(2 —2cosx) = — cos(—z) + cos 0 4 cosnx — cos(n + 1)z,

wiec po przeksztalceniach mamy

—cos(—x) 4 cos 0 + cosnx — cos(n + 1)x

5= 2—2cosx

Zadanie 11. X
Wykorzystujemy réwnosé (1 + ) = 222}:1 i wzér skréconego mnozenia na sume kwadratéow. Pomnézmy ten

22F
iloczyn przez 2;11 =1
2-1 22 +1 22 +1 22" +1
1 20 o2t o
.. . . , 22 22]“_1 22k+1 22k+1_ .
Dalej wielokrotnie wykorzystujac réwnosé 1 gah T Ty namy:
2-1 22 41 2% 1 22" 41 22 -1 2% 41 22" 41 22 1 2% 41 22" 41
1 920 g2l Tttt oan T T ool gl Tttt Toan T o921 922 Tttt Tgan T
22"
-
Zadanie 12.
Przed pomnozeniem sumy przez sin(1°) poprzeksztalcajmy ja. Wiemy, ze cosz = — cos(180° — z), zatem
180 89 180 89 89
> kcos(k®) = kcos(k®) + 90 cos(90°) + Y kcos(k®) = > kcos(k®) + 0+ D (180 — k) cos(180° — k°) =
k=0 k=0 k=91 k=0 k=0
89 89 89 89 89
= Z k cos(k°) + 2(180 — k) cos(180° — k°) = Z k cos(k°) — 2(180 — k) cos(k®) = Z(Qk — 180) cos(k°)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Wykorzystajmy wlasno$é cosz = sin(90° — x):
89 89 89
> (2k — 180) cos(k°) = Y (2k — 180) sin(90° — k°) = —2 > (90 — k) sin(90° — k°)
k=0 k=0 k=0

Przeindeksujmy 90 — &k na [, bedziemy mieli
90
—2) " Isin(l°)
=1

Pomnézmy przez sin(1°) i wykorzystajmy wzor 2sin asin § = cos(a — 3) — cos(a + 3):

90 90 90
—2) "Isin(I°)sin(1°) = = > (Icos((I — 1)°) = lcos((I +1)°)) = > _ (Leos((I +1)°) — lcos((I — 1)°))
I=1 1=1 =1

Mamy sume teleskopowa:

90
Z (lcos((I+1)°) —lcos((l —1)°)) = 1cos2°—1cos0°+2 cos 3°—2 cos 1°+3 cos 4° —3 cos 2°+. . .+90 cos 91°—90 cos 89°
=1

Wyznaczmy czynniki stojace przy liczbach cos2°, cos3°, ..., cos89°. Kazda z tych liczb wystepuje z pewnym
czynnikiem w tej sumie dokladnie dwa razy. Raz jako [ cos((l + 1)°), a raz jako —l cos((l — 1)°), zatem czynnik
stojacy przy kazdej z tych liczb to (I — 1) — (I + 1) = —2. Mozemy wiec zapisac:

90 89
Z (lcos((l+1)°) —lcos((I—1)°%)) = —cos0° —2cos1° + (Z -2 cos(l°)> +89c0s90° + 90 cos 91° =
I=1 =2

2



Wrzuémy —2 cos 1° pod sume i zrébmy to samo z —2 cos 0°, sztucznie dodajac cos 0°.

89 89
= <Z -2 cos(l°)> + cos0° + 90 cos91° = (Z —2 cos(lo)> +1490cos91°
1=0 1=0

— cos(—ax)4cos 0+cos nz—cos(n+1)x

Z zadania 10. wiemy, ze > ;_, cos(kz) = ot

, zatem

— cos(—1°) + cos 0 4 cos 89° — cos 90°

+1490cos91°
cosle —1

89
-2 <Z cos(l°)> +1+4+90cos91° =
1=0

PomnozyliSmy sume przez sin 1°, zatem powyzszy wynik musimy podzielié¢

180

—cos(—1°) 4 cos 0 + cos 89° — cos 90° 1 cos 89°
chos(ko): (=1°) CEENCTSE + - 10—902 To — (s L0 -90
= (cos1° — 1)(sin 1°) sin (cos1° — 1)(sin 1°)
Zadanie 13. ) )
Niech réznica tego ciggu arytmetycznego bedzie d. Wykorzystujemy réwnosé m = alk . <a:il - a/fil) =
1 1

Sdan or ~ 2apapsy | amy sume teleskopows.

Bartosz Chominski



