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Szereg potegowy

Nieskoficzong sume postaci ag + a12 + agz? + ... nazywamy (formalnym) sze-
regiem potegowym. Czesto uzywamy zwiezlejszego zapisu y .-, anz™. Wie-
lomiany sa szczegdlnymi przypadkami takich szeregow. Szeregi potegowe mozna
dodawaé¢ i mnozyé (mozna tez dzieli¢, ale to odrobine trudniejsze). Jesli mamy
dany ciag (an)nen, to funkcje zadana szeregiem nazywamy funkcjg tworzaca

Ci@gu (an)neN-

(1) Wyznacz iloczyn
(l+z+2®+2%+- )1 +o+a®+23+--.).

Wskazowka: wymnazajge wyraz po wyrazie tak jak zwykle skoriczone nawiasy
sprawdz, jaki wspdlczynnik stoi przy z".

(2) Udowodnij, ze (1 — z)(1 +x + 22+ 2% +---) = 1. Z tego wynika, ze funkcja
tworzaca ciagu samych jedynek jest Y o2 ja" =

1—z-
(3) Wyznacz funkcje tworzaca ciagu (3™),en-
(4) Wyznacz funkcje tworzaca ciagu ag, = 1, agn+1 = 1 dlan € N.

(5) Ciag a, definiujemy rekurencyjnie jako ag = 3, a1 = 8, ap4+2 = Sap+1 — 6ay,
dla n € N.
(a) Wyznacz pierwszych 5 wyrazow tego ciagu.
(b) Niech F(x) = > ;2,anz™ bedzie funkcja tworzaca tego ciagu. Uzasadnij,
ze

F(x) = baF(x) — 62*F(x) — Tx + 3.

(¢) Wylicz z poprzedniego réwnania F'(z).
(d) Znajdz takie liczby A, B, zeby F(z) = 2 + £ 2x
(e) Uzywajac poprzedniego zadania podaj nierekurencyjny wzor na a,.

(6) Powtérz poprzednie zadanie dla ciagu by = 1, by = 2, b2 = bpt1 + 12b),.
(7) Zmajdz funkcje tworzaca ciagu Fibonacciego.

(8) Wyznacz funkcje tworzaca dla ciagu (n)nen. Wskazdwka: z poprzednich zadan
wiadomo, Ze Y o2 ja" = ﬁ, oblicz pochodng stronami.
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9) Wyznacz funkcje tworzaca ciggu ((5 . Uzyj tego wyniku aby wyznaczy¢
¢ aca ciagu ((3)),en
funkcje tworzaca ciagu (n?)nen.

(10) Uzyj poprzedniego wyniku, aby obliczy¢ sume > 77 o 55 (przypominam, ze
kiedy$ tego nie umieli$my zrobié).

(11) Podaj ciag, dla ktorego = )2 jest funkcja tworzaca.

(12) Znajdz jawny wzér na ciag zadany rekurencyjnie cg = 3, ¢ = =3, ¢pp1 =
2¢p+1 — Cn. Wskazowka: rob jak wczesniej, ale musisz w pewnym momencie
skorzystaé z poprzedniego zadania.

(13) Niech a,, oznacza liczbe sposob6éw, na jakie mozna wyplaci¢ kwote n zlotych
monetami 1, 2, 3 zlotowymi. Wyznacz jawny wzér na a,. Wskazowka:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

T2 (1-)(1 -2 6(1-2P 4(1-22 1(1-22) 30—

(14) Znajdz funkcje tworzaca ciagu a, = l dlan > 1, ag = 0. Wskazéwka: znajdz
takqg funkcje, ze jej pochodna wynasz % (tak naprawde taka procedura to
rodzaj calkowania symbolicznego).
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(15) Znajdz funkcje tworzacy ciagu ap =0, an = Y ;7 77—

(16) Zalézmy, ze mamy dang funkcje tworzaca f ciagu (an)nen. Przez f™(z) ozna-
czamy wziecie n-razy pochodnej funkeji, np. f?) to pochodna pochodnej. Uza-
sadnij (rézniczkujac szereg funkcji tworzacej wyraz po wyrazie), ze

AR

"l

(17) Na ile sposobéw mozna zapisaé¢ 10 jako sume dwoch liczb ze zbioréw {2,3,6,7}
i{3,4,5,8}, z kazdego zbuoru po jednej liczbie? Jak to zrobi¢ ”bezmyslnie”,
np. wspomagajac sic Wolframem Alpha? Wskazéwka: rozwaz wielomiany x> +
23+ a8 27 i 23+ 2t + 25+ 28 Co sie stanie jesli je wymnozysz?

(18) Liczby Catalana Cj definiujemy jako liczba polaczen w pary wierzchotkéw
2k-kata foremnego tak, aby odpowiadajace przekatne (lub boki) sie nie prze-
cinaty. Uzasadnij kombinatorycznie ze

n+1 ZCCn i

(19) Udowodnij, ze funkcja tworzaca C(z) ciggu liczb Catalana jest 2= e 1 2 Wska-
zowka: Podnies do kwadratu funkcje tworzgcg, zobacz, co sie stame Skorzystaj
z poprzedniego zadania.

(20) Znajdz regule na obliczanie kolejnych pochodnych funkcji 1= e 1 Az

reguty aby wyprowadzi¢ jawny wzér na liczby C,.

. Uzyj tej



