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(1) (OM, Rosja) Znajdz sume wspdlczynnikéw wielomianu P po wymnozeniu
P(z) = (1 — 3z + 32%)™3(1 + 3z + 32%) ™4,

(2) (OM, Kanada) Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach catkowitych.
Udowodnij, ze jesli P(0) i P(1) sa nieparzyste, to P(n) # 0 dla kazdego n € Z.

(3) (OM, Polska) Dany jest wielomian P w wspélczynnikach catkowitych. Wia-
domo, ze 5|P(2) i 2|P(5). Udowodnij, ze 10|P(7).

(4) (do zapamigtania) Udowodnij, ze jesli wielomian P ma wspo6lczynniki catko-
wite oraz a,b € Z, to P(a) — P(b) jest podzielne przez a — b.

(5) Wielomian P o wspolczynnikach calkowitych przyjmuje wartosci £1 dla trzech
réznych liczb catkowitych. Udowodnij, ze nie istnieje takie n € Z, ze P(n) = 0.

(6) Niech P bedzie wielomianem takim, ze P(P(--- P(x)---)) = x o wspdlczyn-
————

n razy

nikach catkowitych. Uzasadnij, ze P(P(z)) = = dla kazdego = € R.

(7) (OM, USA) Niech a,b, ¢ beda réznymi liczbami catkowitymi, P niech bedzie
wielomianem o wspélezynikach catkowitych. Udowodnij, ze réwnosci P(a) = b,
P(b) = ¢, P(a) = ¢ nie moga zachodzi¢ wszystkie jednoczesnie.

(8) (OM, Polska) Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspélezynnikach catkowi-
tych majace nastepujacg wlasnoéé: dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2™ — 1
jest podzielna przez P(n).

(9) (OM, Polska) Wielomian P ma wspdlczynniki catkowite. Udowodnié, ze jesli
wielomiany P(x) i P(P(P(x))) maja wspélny pierwiastek rzeczywisty, to maja
tez wspOlny pierwiastek catkowity.

(10) (OM, Rosja) Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach caltkowitych.
Udowodnij, ze jesli P(n) dzieli sie przez 7 dla 4 réznych liczb calkowitych, to
P(n) nie dzieli sie przez 14 dla zadnej liczby catkowitej n.

(11) Udowodnij, ze nie istnieje wielomian o wspélczynnikach calkowitych taki, ze
P(n) jest pierwsze dla kazdego n € N.

(12) (OM, Wielka Brytania) Udowodnij, ze jesli P jest wielomianem o wspélezyn-
nikach catkowitych stopnia d, to Q(z) = P(z)P(z) — 1 ma co najwyzej d + 2
pierwiastkéw calkowitych.
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(13) (OM, USA) Znajdz wszystkie wielomiany P o wspoélczynnikach ze zbioru
{1,—1} stopnia d majace d rzeczywistych pierwiastkow.

(14) Definiujemy uogélniony wspo6tczynnik dwumianowy

<x> :a:(x—l)(a:—Q)‘--(x—(n—l))_

n n!

Sprawdz, ze to rzeczywiscie jest uogdlnienie, tj. sprawdz, ze dla x € N definicja
pokrywa sie ze standardowa definicja wspotczynnika dwumianowego.

(15) Udowodnij, ze jesli P jest takim wielomianem stopnia n, ze P(m) € Z dla
wszystkich m € N, to istniejg takie catkowite cg, c1, ..., ¢, takie, ze

i =a(() v, ) e () ol5)

(16) Niech m € N i niech P(z) = anz" + an_12" ' 4+ ... + a1x + ag bedzie takim
wielomianem, ze P(k) jest podzielne przez m dla kazdego k € N. Udowodnij,
ze apn! jest podzielne przez m.

(17) Niech P bedzie wielomian stopnia n o wspélczynnikach catkowitych. Wykaz,
ze istnieje co najwyzej n + 2 réznych liczb catkowitych k dla ktérych zachodzi
réwnosé P(k)? = 1.



