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(1) Dany jest wielomian P(z) trzeciego stopnia, z zasadniczego twierdzenia alge-
bry wiemy, ze P(z) = a(x—=z1)(x—z2)(z—x3) dla pewnych 1, x2, 3. Wymnodz
nawiasy tak, zeby przedstawi¢ wielomian w postaci P(z) = ax® 4 bx? + cx +d.
Zapisz wzory na b, ¢, d. Sa to tzw. wzory Viete’a dla wielomianu stopnia 3.

(2) Zréb zadanie (1) dla wielomianu stopnia 4.

(3) Udowodnij, ze suma zespolonych pierwiastkéw z 1 stopnia n > 2 wynosi 0
Uwaga: mozesz robi¢ to zadania nawet jesli nie wiesz co to jest liczba zespo-
lona - wzory Viete’a dzialajg. Musisz tylko vwierzyé w zasadnicze twierdzenie
algebry.

(4) Udowodnij, ze jesli wielomian P jest funkcja okresowa, to jest on staly.

(5) Znalez¢ taki wielomian P trzeciego stopnia, ze P(—2) = —4, P(—1) = 2,
P(0) = —1, P(1) = 10.

(6) Znalez¢ taki wielomian stopnia 4 o wspélezynnikach catkowitych, ze liczba
V2 4+ /3 jest jego pierwiastkiem.

(7) Zmalezé wielomian o wspdlezynnikach catkowitych mozliwie niskiego stopnia
taki, ze liczba v/2 + /5 jest jego pierwiastkiem.

(8) Niech P(z) = a2, 2" + agn_ 122"t + 22722272 4 |+ a12 + ag. Wiadomo,
ze Pi)=idlai=-n,—n+1,...,-2—-1,0,1,...,n — 1,n. Wyznacz
a2n + Q2n—2 + G2p—q + ... + a2 + ap.

(9) Niech P bedzie wielomianem z poprzedniego zadania. Wyznacz sume wspol-
czynnikéw wielomianu P(23) + P(22) + P(x) + 1.

(10) Czy istnieje wielomian P stopnia 9 taki, ze P(i) = sgn (i) dlai =0,1,2,...,107

(11) Zréb zadanie (1) dla wielomianu stopnia n. Sa to tzw. uogdlnione wzory
Viete’a. Sa one dosyé¢ skomplikowane (oprécz wzoréw na ag i an—1, wiec
(chyba) lepiej jest zapamietaé¢ sposob ich wyprowadzenia niz ich ogdlna postaé
(i wyprowadzi¢ na olimpiadzie w razie potrzeby).

(12) Rozwazmy wielomian x2 + ax? + b. Wiadomo, ze suma kwadratéw jego trzech
zespolonych pierwiastkéw wynosi 5. Wyznacz a.
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(13) Wykaz, ze jeéli réwnanie az® + bx? + cx + d = 0 ma potréjny pierwiastek, to
bc — 9ad = 0.

(14) Wielomian W daje z dzielenia przez x — 1 reszte 1, a z dzielenia przez x — 2
reszte 2. Znalez¢ reszte z dzielenia W przez (x — 1)(x — 2).

(15) Wielomian W daje z dzielenia przez x — 2 reszte 5, a z dzielenia przez x — 3
reszte 7. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W przez (z — 2)(z — 3).

(16) Znalez¢ wszystkie takie wielomiany P, ze

P(z) = %(P(w 1)+ Pz + 1)),

(17) Znalezé wszystkie wielomiany spelniajace warunek

2G(x —1) = (x — 2)G(x).
(18) Udowodnij, ze jesli P(x) # x, to P(P(P(x))) — x dzieli si¢ przez P(z) — .
(19) Znajdz wszystkie funkcje f(z) takie, ze

f(x) = f(z —1) = f(22).

(20) Liczby rzeczywiste x1, 2,23, x4 sa miejscami zerowymi wielomianu W(z) o
wspotcezynnikach catkowitych. Dowiedé, ze jesli x3x4 jest niewymiarna a x3+x4
wymierna, to r1 + x2 = T3 + 24.

(21) Udowodnij, ze dla n € N wielomian P(x) = (x + 1)?"*! — 2"+ jest podzielny
przez wielomian z2 + z + 1.

(22) Niech P bedzie wielomianem stopnia n o tej wlasnosci, ze P(j) = j% dla
j=0,1,...,n. Znajdz P(n+1).

(23) Dany jest wielomian P(z) = §—2z+#22. Niech Q(z) = P(z)P(23)P(2) P(2?") P(2%).
Oblicz sume modutéw wspoétczynnikéw wielomianu Q).

(24) Dane sa liczby rzeczywiste o1, T2, ..., Tnt1,Y1,Y2, - - -, Ynt+1- Wyznacz (tzn. na-
pisz wzorem zaleznym od 1,2, ..., Tpt1, Y1, Y2, - - -, Ynt+1) Wielomian P stop-
nia n taki, ze P(z;) = y; dla i = 1,2,...,n 4+ 1. Taki wielomian nazywa si¢

wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a.



