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Na tej lidcie zadania bardzo latwe sa wymieszane z bardzo trudnymi (celowo).
Musisz sobie z tym poradzié!

Zasada szufladkowa Dirichleta

Jesli mamy n + 1 przedmiotow i n szuflad, to do pewnej szuflady muszg trafié
co najmniej 2 obiekty. Zdanie wydaje sie trywialne, ale ma wiele nietrywialnych
konsekwencji.

(1) Przeciecia kratek w nieskonczonym zeszycie pomalowano na niebiesko lub na
czerwono. Udowodnij, ze mozna wybra¢ prostokat o wierzchotkach w punktach
o tym samym kolorze.

(2) Zalézmy, ze 2k > n+1. Zalézmy, ze mamy danych k réznych liczb naturalnych
nie wiekszych niz n. Uzasadnij, ze da sie sposrod nich wybra¢ 3 takie liczby
a,b,c, ze a+b=rc.

(3) Na odcinku [0, 1] wybrano 101 punktéw. Uzasadnij, ze wéréd tych punktéw
sa dwa odlegle o mniej niz 1/100.

(4) Na nieskonczonej szachownicy stoi 1999 konikéw szachowych. Czy mozna wy-
bra¢ 1000 takich, ktére wzajemnie si¢ nie bija?

(5) Udowodnij, ze z nieskonczonego ciagu liczb naturalnych mozna wybraé pod-
ciag niemalejacy.

(6) Z kazdego podzbioru liczb {1,2,..., N} wybrano najmniejsza liczbe. Obliczy¢
sume wybranych liczb.

(7) Pierwszego dnia na obozie matematycznym spotkato sie¢ NV uczniéw (z réznych
klas i szkol). Uzasadnij, ze jest wsréd nich taka dwdjka uczniéw, ze uczniowie
Ci maja taka sama liczbe znajomych na tym obozie.

(8) Wybrano 17 liczb catkowitych. Udowodnij, ze sposréd nich da sie wybraé 5 o
sumie podzielnej przez 5.

(9) Na turnieju tenisowym spotkalo sie 2N tenisistéw. Na ile sposobéw moga sie
potaczyé w pary do pierwszej rundy?

(10) Dany jest ciag liczb catkowitych aq,ag, ..., a,. Udowodnij, ze mozna z niego
wybraé¢ pewna liczbe kolejnych liczb (byé moze jedna) w taki sposéb, ze ich
suma jest podzielna przez n.
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(11) W pociagu w przedziale spotkalo sie 6 oséb. Uzasadnij, ze wérdd nich jest
tréjka takich, ktore sie parami znajg lub trdjka takich, ktérzy sie parami nie
znajg.

(12) W pociagu spotkato sie 10 oséb. Udowodnij, ze wsréd nich jest albo czworka
takich, ktore sie parami znaja, albo tréjka takich, ktérzy sie parami nie znaja.

(13) Czy w powyzszym liczbe ”10” mozesz zastapié liczba 79”7

(14) Nikt na $wiecie nie rozwiazal dwéch powyzszych zadan dla 5 oséb, ktére sie
znajg lub 5 takich, ktére sie nie znaja. Ale wiadomo, ze istnieje taka minimalna
liczba n 0s6b w pociagu, ze wsrdd nich istnieje 5, ktore sie parami znajg lub 5
takich, ktére sie parami nie znaja. Podaj mozliwe oszacowania na te wielkos¢.

(15) Wyznaczy¢ liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,2018}, ktérych suma elemen-
téw jest nieparzysta.

(16) Wyznaczy¢ liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,2019}, ktérych suma elemen-
tow jest nieparzysta.

(17) Na ile sposobéw mozna rozstawié¢ na szachownicy (N x N) N wiez, ktore sie
nie bija?
(18) Udowodnij, ze po$réd n+1 liczb zawsze znajda si¢ dwie takie, ktérych réznica

jest podzielna przez n.

(19) Na ile sposobéw mozna zapisaé¢ zbiér S o N elementach jako sume 3 rozlacz-
nych zbioréw?

(20) Na ile sposobéw mozna zapisa¢ zbiér S o N elementach jako sume 2 rozlacz-
nych zbioréw?

(21) Dla kazdej pary podzbioréw A, B {1,2,..., N} wyznaczono sume elementéw
AN B. Udowodnié, ze suma otrzymanych 4" liczb wynosi n4”.

(22) Niech n € N. Udowodnié, ze istnieje liczba m taka, ze zapis dziesietny nm
sktada sie tylko z zer i jedynek.



