Elementy algebry liniowej

Prosta rzeczywista — sktada si¢ z liczb rzeczywistych.
Ptaszczyzna — zbiér punktéw, kazdy opisany przez pare liczb rzeczywistych
(wspdtrzednych). Kazdy punkt mozna wiec utozsami¢ z para liczb rzeczywistych

(x1,x2).

Przestrzen (tréjwymiarowa) — zbidr punktéw opisanych trzema wspétrzednymi (czyli
punkt to tréjka liczb rzeczywistych (xi, x2, x3)).

Standardowa n-wymiarowa przestrzen euklidesowa — zbiér ciagébw dtugosci n ztozonych
z liczb rzeczywistych; oznaczona R”.

W skrécie powiemy po prostu: przestrzen n-wymiarowa.

Element przestrzeni R" nazywamy punktem.
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(Pierwsze przykfady beda w R? — cze$¢ jest znana ze szkoty éredniej).
y

Wektor (geometryczny) — uporzadkowana
para punktéw A, B. Myslimy o wektorze
jako odcinku taczacym A i B,
rozpoczynajacym sie w A i konczacym w B.

<!
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Szczegblny, ,,domysiny” przypadek: wektor y
rozpoczynajacy sie w O = (0,0) —
poczatku uktadu wspdtrzednych. Wektor
taki jest wyznaczony przez swdj koncowy
punkt.

Jednoczesnie, kazdy punkt wyznacza
wektor zaczynajacy sie w O i kofnczacy w
tym punkcie.

<{

To pozwala na utozsamienie punktu z
wektorem (o poczatku w O).
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Definiujemy dtugos¢ wektora v = (vi, vp):

V] := 4/ V& + V3.

y

V| =+/324+22 =413
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y
Wektory mozna dodawaé: dla

= (Ul, U2)
oraz

V=(v1,n)
definiujemy sume:

U+ v:i=(u+wvi,u+ ).

Geometrycznie: przyktadanie wektoréw.
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Mnozenie wektoréw przez skalary: Y
Niech V = (v1, v2) bedzie
wektorem, za$ a liczba rzeczywista
(nie wektorem!). Wtedy
definiujemy iloczyn:
2V
a-v:=(av,awn), v
(gdzie avy i avs to zwykte iloczyny 650 x

liczb).

Geometrycznie: przeskalowanie,
czyli wydtuzenie/skrécenie i
ewentualne odbicie wektora
(wzgledem O).
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Mnozenie wektoréw przez skalary i dodawanie wektoréw spetniajg zaleznosci podobne,
jak mnozenie i dodawanie liczb rzeczywistych:

o i+0=u 1-v=rv.

@ Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:

a(

o Wektor (—1) - ¥ jest przeciwny do ¥, tzn. v + (—1) - ¥ = O. Oznaczamy ten
wektor przez —v (wektor V nie ma innych przeciwnych wektoréw).

—

+ V) = al + av.

<y

@ Wektory mozemy odejmowaé poprzez dodawanie wektora przeciwnego:
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y
Niech A = (a1,a2) i B = (b1, b2).
Wtedy AB := B — A to wektor taki, ze
A+ AB =B.
To pozwala na zdefiniowane odlegtosci
miedzy A i B jako dtugosci AB. A(ar, a2) b —a
X
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Wszystkie definicje przenoszg sie na przestrzen o dowolnie wielu wymiarach. Dla

i= (U]_,UQ,...,Un),
V= (V17V27"'7Vn)7
gdzie 4,V € R", oraz dla a € R mamy:
@ U+ V:i=(u1+vi,up+Vva, ..., Uy + V),

<{

@ a-vV:=(avi,avn,...,av,),
o Vi=A/Vi+ Vit + V2

Dtugoé¢ wektora pozwala na zdefiniowanie odlegtoéci miedzy punktami jak w R?.

Dla A = (a1, ap, a3) i B = (by, ba, b3) w R3: odlegtos¢ miedzy A i B to
|AB| = |B—A| = |(b1—31,b2—32, b3—a3)| = \/(bl — 31)2 + (b2 — 32)2 + (b3 — 33)2.
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Geometria:
@ Na ptaszczyznie: punkty, proste.
@ W przestrzeni 3D: punkty, proste, ptaszczyzny.

Punkty i proste na ptaszczyznie to , kopie” przestrzeni zero- i jednowymiarowej
(,zanurzone” w tej ptaszczyznie).

W przestrzeni tréjwymiarowej podobnie ,zanurzone” sg kopie przestrzeni zero- jedno- i
dwuwymiarowej.

Podobnie przestrzeni n-wymiarowej mozna zanurzy¢ kopie przestrzeni nizszych
wymiaréw. Szczegdlne nazewnictwo (poprzedni wyktad): kopia przestrzeni

(n — 1)-wymiarowej to hiperptaszczyzna.

Inne geometryczne konstrukcje, np. zbiér punktéw w réwnej odlegtosci od wybranego
punktu (w dwdch wymiarach: okrag; w trzech: sfera; w dowolnym n: hipersfera lub
n-sfera).
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Przypomnienie: funkcja (lub przeksztafcenie) ze zbioru X w zbidr Y to jednoznaczne
przyporzadkowanie kazdemu elementowi X elementu zbioru Y. Zapisujemy:

f: X—>Y.
(X nazywa sie dziedzing funkgcji, a Y przeciwdziedzing.)

Dla x € X, zapis f(x) oznacza element zbioru Y przypisany elementowi x (zwany
obrazem x przez f).

(Np. dla funkcji f: R — R, f(x) = x2, obrazem 2 jest 4).
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Przestrzenie euklidesowe (a ogdlniej: tak zwane przestrzenie liniowe) bada sie poprzez
przeksztatcenie liniowe.

Niech f: R" — R™. Wtedy f jest liniowa, gdy dla wszystkich ae R i d,v e R"
zachodzi:

a-f(v) (jednorodnos¢),
f(d+ V) = f(V) + (V) (addytywnos¢).

Czyli:
@ Obraz przeskalowania to przeskalowanie obrazu (przez ten sam skalar).
@ Obraz sumy to suma obrazéw.

Przyktady: liniowe przeksztatcenia ptaszczyzny.
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Ptaszczyzna z pokolorowanymi punktami, aby byto widaé ich obrazy.
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Obrét wokét O.
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Odbicie wzgledem O.
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Jednoktadnoéé o skali > 1.
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Jednoktadnoéé o skali < 1.
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Przeksztatcenie Scinajace.
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Sciecie i obrét.
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Ciag dalszy na wykfadzie 4.
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