Elementy algebry liniowej

Przypomnienie:

[Standardowa euklidesowa] przestrzen n-wymiarowa: zbiér wszystkich ciagdw liczb
rzeczywistych dtugosci n (dla n = 1: prosta, n = 2: ptaszczyzna, n = 3: przestrzen 3D).
Oznaczenie: R". Element przestrzeni: punkt, wektor.

Dozwolone operacje: dodawanie wektora, mnozenie wektora przez liczbe.

Przeksztatcenie liniowe z R” do R™ to funkcja spetniajaca:

f(av) = af (v),
f(u+v)="~f(u)+f(v),

dla wszystkich ae R i u,v e R".

Sztuczna inteligencja 2025/2026 Elementy algebry liniowej, c.d.



Elementy algebry liniowej

Przeksztatcenia z ptaszczyzny w prosta (f: R? — R):
e f(x,y)=x.
o f(x,y)=x+y.
o f(x,y)=x—y.

Przeksztatcenia z prostej w ptaszczyzne (f: R — R?):
o f(x)=(x,0) (=x-(1,0)).
o f(x)=(x,x) (=x-(1,1)).
o f(x)=(2x,—x) (=x-(2,-1)).

~— ~—

Pozostate przyktady — linear.ipynb.
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Macierze

Vi
Od teraz wektory piszemy , pionowo”, np. Vv =v = | v | e R3.
v3

Macierz — ukfad (tablica) n x m liczb (wspéfczynnikéw), gdzie n to liczba wierszy i m
to liczba kolumn:

di,1 412 't dlm

a1 a2 - aA@2m
A= . .

dn1 dp2 - dnm

Wspétczynniki macierzy oznaczamy a; j: i, to (odpowiednio) numer wiersza i kolumny.
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Macierze

Macierzy A rozmiaru n x m odpowiada przeksztatcenie liniowe f4: R™ — R" zadane

nastepujaco:
%1 a1l 42 o aAlm %1 ap1vi +aipve + ...+ armvm
Vo a1 a2 - a@m Vo axi1vi + acovo + ...+ a2 mVm
fa . =1 . S . = .
Vn dn1l dn2 ‘' dnm Vm an1Vvi + anoVe + ...+ anmVm

Fakt: kazde przeksztatcenie liniowe jest takiej postaci, tzn. jesli f: R” — R™ jest
liniowe, wtedy istnieje (jedyna) macierz A rozmiaru n x m taka, ze f = fa.
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Macierze

Przyktady macierzy dla wybranych przeksztatcen R? — R?:
a 0\ (x\ _[ax
0 a/\y) \ay/)’

@ Rzut prostopadty na o$ OX:

(o o)

@ Obrét o kat o wokét poczatku uktadu:

cosa —sina XCcosa — ysina
sina cos« xsina 4 y cos o

@ Jednoktadnosé¢ o skali a:

e Odbicie wzgledem osi OY:
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Macierze

lloczyn macierzy. Niech A bedzie macierza rozmiaru n x m, a B macierza rozmiaru
m x k. Wtedy definiujemy iloczyn A i B jako macierz C rozmiaru n x k:

a1 a2 -+t aim bi1 b1y -+ bk 11 C2 '+ Clk
a1 a2 - a@m b1 by -+ by 01 Cp -t Ck
dpn,l dn2 °°* dnm bm,l bm,2 T bm,k Chl Cm2 - Cnk

gdzie ¢;j = aj1b1j + aj1b1j + ...+ ajmbm,.

Réwnowaznie: gdy B = (V4, ... Vi), gdzie V; to kolumny, to
A-B=(AVy,..., AVy),

gdzie AV; to iloczyn A z wektorem (kolumna) V;.

Sztuczna inteligencja 2025/2026 Elementy algebry liniowej, c.d.



Macierze

Skfadanie przeksztatcen [liniowych]. Niech f: R” — R™ oraz f: R™ — R¥ beda
funkcjami (przeksztatceniami):

Wtedy mozemy rozwazy¢ nowe przeksztatcenie z R” w R¥, gdzie wektor v € R”
przenosimy na f(v) € R™, a nastepnie uzyskany punkt przenosimy na g(f(v)) € R¥.

vibs f(v) & g(f(v)).
Takie oznaczenie nazywamy zfoZzeniem f i g i oznaczamy go f.

Fakt: jesli f i g sa liniowe, to ich ztozenie g o f tez.
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Macierze

Sktadanie przeksztatcen liniowych <> mnozenie macierzy:

Niech
o f: R" —» R™ bedzie przeksztatceniem liniowym o macierzy B,
o g: R™ — RK bedzie przeksztatceniem liniowym o macierzy A,
@ h = gof bedzie ich ztozeniem.

Skoro przeksztatcenia f i g s3 liniowe, przeksztatcenie h tez jest liniowe i jest
wyznaczone przez macierz C. Mamy:

Fakt: C = AB.

Zatem sktadanie przeksztatcen odpowiada mnozeniu ich macierzy!
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