Rekurencja i iteracja

Rekurencja (rekursja) — luzna definicja: definiowanie obiektu poprzez sam obiekt.

Przyktad 1:

L, gdy n =0,
an =

2ap_1+1, w.p.p.

Te definicje ciggu tatwo przetozyé na kod w Pythonie:

def a(n):

if n = 0:
return 1

return 2 % a(n — 1) + 1

Woyznaczenie a, odpowiada rekurencyjnemu rozpisaniu wartosci (a;)i<p, np.:

ap=2a3+1=2QRa+1)+1=22Q2a+1)+1)+1=
=2(2(2(2a0+1)+1)+1)+1=2(2(2(2+1)+1)+1)+1 =31
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Rekurencja i iteracja

Alternatywny sposob znalezienia a,: wyznaczy¢ kolejne elementy ciagu ag, a1, ..., an i
zwréci¢ ap,.

def a_iter(n):
a=1
for _ in range(n):
a=2=x*xa+1
return a

Co wiecej, warto$¢ a, mozna wskazaé zamknietg formuta:
Fakt. ¥ne N a, =21 — 1.
(Dowdd: indukcja).

Stad prosty kod:

def a_form(n):
return 2 *x (n + 1) — 1
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Nie kazda rekurencyjna definicja jest poprawna.

Przyktad 2: a, = 2a, 1 + 1.
Brak warunku poczatkowego — problem nieskonczonego regresu:

a=2a1+1=22a+1)+1=2(2Q2a1+1)+1)+1=...
(ale: definicja rekurencja wymaga jakiegos regresu)

Poprawnosé schematu rekurencyjnego mozna pokaza¢ indukcyjnie. W Przyktadzie 1:
e Dla n=0, a, jest poprawnie zdefiniowane (ag = 1).
e Jedli a, jest poprawnie zdefiniowane, to apy1 tez (ap+1 = 2a, + 1).

@ Przez indukcje: definicja jest poprawna dla wszystkich ne N.
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Przyktad 3: symbol Newtona.

Mo ™ dlankeN0<k<
K —m, ankKeNUs X n.

Symbol Newtona spetnia (dla wszystkich k < n):

(n)_{l, gdy k=0v k =n,
KoAGD+ (D), wee.

Powyzsza wtasnosé mozna przyjac za definicje symbolu! (Dowdd: indukcja wzgledem
n, jednoczednie dla wszystkich k).
def binom(n, k):
if k in (0, n):
return 1
return binom(n — 1, k — 1) + binom(n — 1, k)

A implementacja iteracyjna?
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Najwiekszy wspolny dzielnik

Niech d,n € N. Méwimy, ze d jest dzielnikiem n gdy istnieje k € N takie, ze dk = n.
Piszemy wtedy d|n.
Uwaga: w tej definicji kazda liczba catkowita dzieli 0.

Problem: dla zadanej pary liczb a, b € N, znalezé najwiekszy wspdlny dzielnik
(greatest common divisor) a i b. Tutaj ,najwiekszy” oznacza ,najwiekszy wedtug
zwyktego porzadku na N".

Dla a = b = 0 najwiekszy wspélny dzielnik nie istnieje i w ramach konwencji
przyjmiemy gcd(0,0) = 0.

Z drugiej strony (przypomnienie z WdM): 0 jest najwieksza liczba naturalna w relacji czgsciowego porzadku zadanej przez podzielnosé!
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Algorytm Euklidesa

Dla b # 0, oznaczmy reszte z dzielenia a przez b jako amod b.
(amodb) :=re{0,1,...,b—1}, t.zeb|(a—r).

Fakt: Dla b # 0, gcd(a, b) = gcd(b,amod b).
Z drugiej strony: gcd(a,0) = a. Rozwazmy zatem schemat:

gcd(a, b) = { gdy b=0.
ged(b,amod b), w.p.p.
gcd(372,783) = ged(783,372 mod 783) =gcd(783,372)
= gcd (372,783 mod 372) =gcd(372,39)
= gcd(39, 372 mod 39) =gcd(39,21)
= gcd (21,39 mod 21) =gcd(21,18)
(

= gcd(18,21 mod 18) =gcd(18, 3)
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Algorytm Euklidesa

Ogodlnie: konstruujemy cigg par a;, b; w nastepujacy sposob:
@ g9 = a, b() = b.
o Dla kolejnych i: jesli b; = 0, przerywamy konstrukcje, przeciwnym wypadku, niech
dj+1 = b,', b,'+1 = a; mod b,'.
Dla b # 0, mamy: amod b < b, zatem konstrukcja zawsze skonczy sie po skonczenie
wielu krokach i dla pewnego k mamy by = 0. Wtedy:

ged(a, b) = ged(ag, by) = ged(a1, b1) = ... = ged(ag, bx) = ak.

Stad:
@ Schemat z poprzedniego slajdu poprawnie zadaje funkcje gcd.

e Konstrukcja ciggu par a;, b; wskazuje nam pomyst na iteracyjng implementacje.
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa — rekurencyjnie:

def gcd(a, b):
if b= 0:
return abs(a)
return gcd(b, a % b)

Algorytm Euklidesa — iteracyjnie:

def gcd(a, b):
while b != 0:
a, b=b, a%b
return abs(a)

Uwaga: zwracajac abs(a) zamiast a, algorytm dziata tez dla odpowiedniego uogdlnienia
najwiekszego wspdlnego dzielnika dla a, b € Z, b # 0.
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