Ztozonos$¢ obliczeniowa

Ztozono$¢ obliczeniowa BFS.
G=(V,E).
@ Stata ilos¢ operacji do zwiedzenia wierzchotka, bez odkrywania jego sasiadéw.
@ Odwiedzajac wierzchotek badamy wszystkie jego sasiady (i by¢ moze odktadamy
je do kolejki): stata ilo$¢ operacji na sasiada.
© Odwiedzin wierzchotkdw jest tyle, co wierzchotkéw, czyli |V/|.
O Badan sasiadéw jest tyle, co krawedzi w grafie, czyli |E|.
Stad: ztozono$¢ czasowa: O(| V| + |E|).
Ztozono$¢ pamieciowa: ©(| V).
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Ztozonos$¢ obliczeniowa

Ztozonosé obliczeniowa algorytmu Dijsktry.

Zalezy od implementacji kolejki priorytetowej. U nas:

Analiza podobna jak dla BFS, ale zamiast wykonywa¢ stata ilos¢ operacji przy
odwiedzaniu wierzchotka, korzystamy z kopca. Kopiec przechowuje wszystkie
wierzchotki i operacje na nim s3 w O(log|V|).

Zatem ztozono$¢ czasowa: O((|E| + |V]) log |V]).

Ztozono$¢ pamieciowa: ©(| V)

Dla kopcéw Fibonacciego: ztozono$é czasowa decrease_min jest stata, co poprawia
ztozonoé¢ czasowa algorytmu do O(|E| + |V|log | V).
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Algorytmy grafowe

Przeszukiwanie wszerz i algorytm Dijkstry maja podobny schemat:

@ W kolejnych krokach odwiedzamy wierzchotki - zawsze odwiedzany jest sasiad
Jjednego z wierzchotkéw odwiedzonych wczesniej.

o Odwiedzajac wierzchotek, robimy co$ z nim i z jego sasiadami.

o Mamy sposéb, ktéry decyduje o kolejnosci odwiedzania.

BFS - odwiedzajac wierzchotek, ,,odkrywamy” jego nieodkryte sasiady, kolejno$¢
odwiedzania to kolejno$¢ odkrywania. Uzywamy kolejki do $ledzenia kolejnosci.

Algorytm Dijkstry - kolejno$¢ odwiedzana jest decydowana przez odlegtosci
tymczasowe, uaktualnianie w sgsiadach podczas odwiedzin wierzchotka. Do $ledzenia

tych odlegtosci uzywamy kolejki priorytetowe;.

A inne algorytmy oparte o ten schemat?

Programowanie 2 (Python) 2020/2021 Grafy, cz. 3



Znajdowanie najkrétszej sciezki

W BFS i algorytmie Dijkstry, rozpoczynamy trawersowanie od wybranego
wierzchotka-zrédta, rekonstruujac najkrétsze Sciezki do wszystkich wierzchotkéw z
niego osiggalnych.

Bardzo czesto jednak interesuje nas jedynie najkrétsza Sciezka od Zrédta do konkretnie
wybranego wierzchotka. W obu algorytmach, $ciezka taka jest skonstruowana
doktadnie w momencie odwiedzania tego wierzchotka.

W konsekwencji, zamiast prowadzi¢ algorytm do konca, mozna przerwaé jego dziatanie
w momencie osiggniecia docelowego wierzchotka i zwréci¢ zrekonstruowang Sciezke, nie

odwiedzajac niepotrzebnie potencjalnie wielkiej liczby wierzchotkéw.

Mimo to, oba algorytmy musza ,,niepotrzebnie” odwiedzi¢ pewng ilo$¢ wierzchotkéw,
ktére nie leza na znalezionej Sciezce. Jak zminimalizowac te ilo$¢?
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Algorytm A*

Czasami potrafimy powiedzie¢ co$ o odlegtosci miedzy dwoma wierzchotkami w grafie -
na przykfad fatwo znalez¢ jej oszacowanie z dotu.

Niech G = (V/, E, f) bedzie grafem skierowanym dodatnio wazonym. Dla x,y € V
oznaczmy przez d(x, y) odlegto$¢ z x do y (dtugos¢ najkrétszej Sciezki z x do y, czyli
sume wag jej krawedzi).

Funkcje h: V x V — Rxg U {00} nazwiemy dopuszczalng, spéjna funkcja
heurystyczng (w skrdcie: heurystyka), gdy spetnia nastepujace warunki:

O (dopuszczalno$é) h(x,y) < d(x,y) dla wszystkich x,y € V,
@ (spojnosé) h(x,z) < d(x,y) + h(y, z) dla wszystkich x,y,z € V.
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Algorytm A*

Algorytm A* - algorytm (wtasciwie: klasa algorytmdw) znajdowania najkrétszej Sciezki
miedzy parg wierzchotkdéw w grafie skierowanym dodatnio wazonym, ,ulepszajacy”
algorytm Dijkstry.

Wejsciem dla algorytmu jest graf skierowany dodatnio wazony wraz z parg
wierzchotkéw (Zrédta u i celu v) oraz heurystyka h pozwalajaca na szacowanie
odlegtosci miedzy wierzchotkami.

Jego kroki sa identyczne z algorytmem Dijkstry (w wersji, ktéra przerywa dziatanie po
osiggnieciu celu) z nastepujaca réznica: zamiast wybiera¢ do odwiedzin wierzchotek x o
najmniejszej mozliwej odlegtosci tymczasowe]j g(x), wybieramy ten, dla ktérego
minimalna warto$¢ ma suma g(x) + h(x, v).

Inaczej méwiac: preferujemy odwiedzanie tych wierzchotkéw, ktérych suma
przeszacowanej odlegtosci od zrédta i niedoszacowanej odlegtosci do celu jest
najmniejsza mozliwa.
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Algorytm A*

Fakt. Gdy h jest dopuszczalna i spdjna, to algorytm A* jest dopuszczalny, czyli
poprawnie wyznacza (pewng) najkrétsza Sciezke od zrédfa do celu.

Uwaga. Dla kazdego grafu, dopuszczalnymi i spéjnymi heurystykami zawsze s3:
o Funkcja stata réwna 0. Wtedy algorytm jest identyczny z algorytmem Dijkstry.
e Funkcja h(x,y) = d(x, y), czyli prawdziwa odlegto$¢ (rzadko kiedy mamy do
dyspozycji taka ,wyrocznig”).
Dobranie dobrej heurystyki pozwala na minimalizacje niepotrzebnie odwiedzanych
wierzchotkéw. Zobaczmy to na przykfadzie graféw-szachownic, ktore czesto pojawiaja
sie w symulacjach i grach (planszowych i komputerowych).
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Algorytm A*

Rozwazmy plansze n x m sktadajaca sie z pdl jasnych i pdl czarnych. Mozemy
poruszac sie po planszy, ale tylko po polach jasnych, i tylko pomiedzy polami

sasiadujacymi ze soba bokami.

Chcemy znalez¢ najkrétsza Sciezke ze zrédta (czerwone pole) do celu (pomararnczowe

pole). Zaktadamy, ze Sciezka istnieje.

Graf (szachownica)

0

10 20

30

40

Graf (szachownica)

11,
ll'.'ll'-': -|:

.I IIJ'I

..-_.J_.:.'I .':l.

iy -L-."

u ._-.- .
1
¥

A

" aps

"
e

Programowanie 2 (Python) 2020/2021 Grafy, cz. 3



Algorytm A*

Plansze mozemy traktowad jako graf. Jego wierzchotkami sg pola jasne, ich kluczami
s3 ,wspbtrzedne” pola. Krawedzie ktadziemy miedzy wierzchotkami reprezentujacymi
sasiednie pola. Wagi wszystkich krawedzi to 1.

Jest to wtedy graf nieskierowany dodatnio wazony, wiec mozna na nim wykonaé
algorytmy BFS, Dijsktry lub A* - ten ostatni po ustaleniu heurystyki.

Szczedliwie, mamy tu wiele heurystyk do wyboru.

Uwaga. Interesuja nas jedynie heurystyki, ktére da sie wyliczy¢ szybko (najlepiej w
czasie statym).
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Algorytm A*

Przyktady heurystyk dla graféw-szachownic - kazdy wierzchotek utozsamiamy z jego
wspbtrzednymi.
e Funkcja stata réwna 0 (zawsze dobra). Wtedy algorytm ,,degeneruje sie” do
algorytmu Dijkstry, a poniewaz wszystkie wagi krawedzi sa réwne 1, algorytm
Dijkstry degeneruje sie do BFS.

Metryka euklidesowa.

Metryka L, (Czebyszewa).

Metryka L; (taxicab).

Odlegto$¢ rzutéw punktéw na o OX (lub QY).
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Algorytm A*

A* dla réznych heurystyk na planszy bez czarnych pél (pola zielone: odwiedzone, pola
niebieskie: cho¢ raz relaksowane):

Funkeja: 0, odwiedzono: 1410 Funkcja: metryka euklidesowa, odwiedzono: 341
w0 o
Ed Ed
EY 30
25 25
20 20
15 15
10 10
5 s
o o
o 10 20 0 ) o 10 20 30 0
Funkcja: metryka L1, odwiedzono: 255 Funkcja: prawdziwa odleglos¢, odwiedzono: 255
W Y
Ed Ed
0 0
25 25
20 20
15 15
10 10
H H
o o
o 10 20 0 P o 10 20 0 P
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Algorytm A*

To samo, gdy pewne zostaty zaczernione (w pewien losowy sposéb):

Funkcja: 0, odwiedzono: 1003 Funkja

. na,

Funkcja: metryka L1, odwiedzono: 123 Funkcja: prawdziwa odleglos¢, odwiedzono: 83

e .;-_lh_l LS

L T
L i L LI
.’:'g:..‘il 30

[ ol
Wims 'ﬁ- il
:I-:-i -lf'.r."\j".'..'

o 10 20 0 0 o 10 20 30 %0
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Algorytm A*

Obserwujemy, ze im ,lepsza” heurystyka (lepiej szacujaca prawdziwg odlegto$¢), tym
mniej wierzchotkéw zostaje odwiedzanych przy konstrukcji Sciezki. Odzwierciedla to
nastepujace:

Stwierdzenie: Jesli hi(x,y) i hao(x,y) sa dopuszczalnymi i spéjnymi funkcjami

heurystycznymi, i dla wszystkich x,y € V zachodzi hi(x,y) < ha(x,y), to A*
uzywajacy hy odwiedzi co najmniej te same wierzchotki, co A* uzywajacy ho.
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Minimalne drzewo rozpinajace

Pewna terminologia:
@ Graf nieskierowany w ktérym pomiedzy kazda para wierzchotkéw znajdziemy
$ciezke nazwiemy spéjnym.
e Drzewem nieukorzenionym nazwiemy spdjny graf nieskierowany bez cykli (moze
by¢ wazony lub nie).
Drzewo nieukorzenione moze by¢ puste. Kazda para wierzchotkéw w drzewie
nieukorzenionym jest potaczona doktadnie jedng Sciezka, w ktérej krawedzie sie nie
powtarzaja.
Przyktad:
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Minimalne drzewo rozpinajace

W nieukorzenionym drzewie nie wyrézniamy korzenia. Mozemy jednak wybra¢ dowolny
wierzchotek i przemieni¢ drzewo nieukorzenione w drzewo (,zwykte”, czyli

ukorzenione) o korzeniu w tym wierzchotku:
@ ©
@ @—@
@
© o ©
@ @ ©
@

Na obrazkach zaznaczone s3 odlegtosci od wybranego wierzchotka-korzenia (w
szczegblnosci korzen to jedyny wierzchotek z liczba 0). Odlegtosci determinuja kierunek
relacji rodzic-dziecko.
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Minimalne drzewo rozpinajace

Niech G = (V/, E) bedzie nieskierowanym grafem spdjnym. Drzewem rozpinajacym
w G nazwiemy dowolny graf G’ = (V, E’), gdzie E' < E, ktéry jest drzewem
nieukorzenionym.

(Inaczej: G’ to podgraf G o tych samych wierzchotkach, ktéry jest drzewem
ukorzenionym). Przyktadowo:

Analogicznie dla graféw wazonych (spdjnych i nieskierowanych).
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Minimalne drzewo rozpinajace

Niech G = (V/, E, f) bedzie teraz nieskierowanym grafem spdjnym nieskierowanym
wazonym. Minimalnym drzewem rozpinajacym (minimum spanning tree, MST) w
G nazwiemy takie drzewo rozpinajace, w ktérym suma wag krawedzi jest najmniejsza
mozliwa. Przyktadowo:
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Minimalne drzewo rozpinajace

MST maja wiele zastosowan (np. planowanie optymalnych potaczen sieci
komputerowej, machine learning - analiza skupien, genetyka, wizualizacja danych).

Dwa klasyczne algorytmy znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego: Prima i
Kruskala, z ktérych oméwimy ten pierwszy.
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Algorytm Prima

W algorytmie Prima, drzewo konstruujemy w krokach, dodajac do niego nowe

wierzchotki wraz z krawedziami, dotaczajac je do rozrastajacego sie drzewa. Robimy to
w sposéb zachfanny, wybierajac krawedzie o jak najmniejszej wadze.

Kroki algorytmu Prima dla spdjnego grafu wazonego (niekoniecznie dodatnio)
G = (V,E,f).

@ Woybierz dowolny wierzchotek v € V. Stwérz drzewo T = ({v}, ).

@ Dopodki sg w grafie wierzchotki, ktore nie sgw T:

©® Woybierz krawedZ e taczaca wierzchotek x z drzewa T z wierzchotkiem y spoza
drzewa T o najmniejszej mozliwej wadze.
@ Dodaj do drzewa y i krawedz e.
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Algorytm Prima

Fakt. Algorytm Prima jest poprawny.

Implementacja algorytmu Prima: znéw modyfikujemy algorytm Dijkstry, w nastepujacy
sposob:
© Odwiedzajac wierzchotek t, do relaksowania odlegtosci tymczasowej jego sasiada s
nie uzywamy sumy:

(odlegtos¢ tymczasowa t) + (waga krawedzi z t do s),

a jedynie wagi krawedzi z t to s.
@ Po wykonaniu algorytmu, krawedzie poprzednikéw weztéw to wynik: sa
krawedziami minimalnego drzewa rozpinajacego.

Programowanie 2 (Python) 2020/2021 Grafy, cz. 3



Algorytm Prima

W czasie wykonania takiej modyfikacji algorytmu Dijkstry:

@ Wierzchotki odwiedzone to wierzchotki z konstruowanego drzewa T.

@ Modyfikacja z punktu 1 gwarantuje, ze odlegto$¢ tymczasowa kazdego sasiada co
najmniej jednego wierzchotka z tych juz odwiedzonych jest réwna odlegtosci od
najblizszego z nich; poprzednik pamieta, ktéra krawedz zaswiadcza o tej
odlegtosci.

© Wybér nieodwiedzonego wierzchotka o najmniejszej odlegtosci tymczasowej jest

tozsamy z wyborem wierzchotka spoza drzewa potaczonego z drzewem najkrétsza
mozliwa krawedzia.
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Ztozonos$¢ obliczeniowa

Ztozonosci (czasowa i pamigciowa) algorytmu A* oraz algorytmu Prima: takie, jak dla
algorytmu Dijkstry.

(Dla A* zaktadamy tutaj, ze funkcja heurystyczna dziata w czasie O(log |V|) w wersji
dla kopcéw binarnych, lub O(1) w wersji dla kopcéw Fibonacciego).
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Przeszukiwanie w gtab

Algorytm DFS (depth-first search, przeszukiwanie w gfab) - inny sposéb
przeszukiwania grafu, w ktérym wierzchotki odkryte odwiedzamy w kolejnosci
odwrotnej do kolejnosci ich odkrywania. Dopuszczamy wielokrotne odkrywanie tego
samego wierzchotka, ale kazdy moze zosta¢ odwiedzony co najwyzej raz.

Kroki visit (v - wierzchotek w grafie) zapisane rekurencyjnie:
@ Oznacz v jako odwiedzony.
@ Dla kazdego nieodwiedzonego w, sasiada v: wykonaj rekurencyjnie visit na w.

W odréznieniu od BFS, w ktérym wierzchotki byty odwiedzane w kolejnosci odlegtosci
od zrodta, DFS odwiedza wierzchotki lezagce na pewnej Sciezce dopdki
nowoodwiedzony wierzchotek ma nieodwiedzonego sasiada, i cofa sie (wychodzac z
rekurencji) dopiero, gdy takiego sasiada nie ma.
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Przeszukiwanie w gtab

Dwie implementacje DFS:

def dfs(v): # Rekurencyjna: jak w opisie
visited = set()
def visit(w):
visited .add (w)
for u in w.get_connections ():
if u not in visited: visit(u)
visit(v)

def dfs(v): # lIteracyjna: stos zamiast stosu wywolan
visited = set ()
stack = Stack ()
stack.push(v)

while not stack.is_empty ():
w = stack.pop()
if win visited: continue
visited .add(w)
for u in w.get_connections ():
if u not in visited: stack.push(u)
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Przeszukiwanie w gtab

Z przyczyn praktycznych preferujemy implementacje iteracyjng. Wersja
rekurencyjna moze powodowac problemy - przekroczenie dopuszczalnej gtebokosci
rekurencji.

Obie implementacje mozemy modyfikowaé, wykonujac pewne dziatania, gdy
odwiedzamy wierzchotek. Przyktadowo: mozemy oznacza¢ krawedzie prowadzace do
sasiada, ktérego odwiedzamy w kroku nastepnym - podobnie jak oznaczanie

~poprzednika” przy odkrywaniu wierzchotka w BFS.

Wersje rekurencyjna tatwiej zmodyfikowaé, niz iteracyjna.
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Przeszukiwanie w gtab

Nieodwiedzone sasiady odwiedzanego wierzchotka mozemy odwiedza¢ w dowolnej
kolejnosci.

Rozwazmy graf-szachownice rozmiaru n x m, na ktérym wszystkie pola sg ,wolne”. W
takim grafie, skoro wierzchotek utozsamiamy ze wspétrzednymi pola, mozna méwic o
sasiedzie ,lewym”, ,gérnym”, etc.
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Przeszukiwanie w gtab

Na grafie-szachownicy 10 x 10 przeprowadzmy przeszukiwanie grafu na trzy sposoby,
rozpoczynajac z wierzchotka (5,5):
© BFS, w ktérym mamy preferowang kolejnoéé odkrywania wierzchotkdw: lewy,
dolny, goérny, prawy
@ DFS, gdzie wybierajac sasiada do dalszych odwiedzin, preferujemy kolejno: prawy,
gérny, dolny, lewy.
© DFS, gdzie sasiad do dalszych odwiedzin jest wybierany losowo (sposréd
nieodwiedzonych, jesli istnieja).
Na dalszych obrazkach, kazde pole-wierzchotek otrzyma numer (i kolor) zgodnie z
kolejnoscia odwiedzania. Dla BFS, potaczenia s3 zgodne z zapamietana relacja

poprzednika. Dla DFS, ktadziemy krawedZ miedzy wierzchotkiem a odwiedzonym z
niego sasiadem.
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Przeszukiwanie w gtab

BFS:
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Przeszukiwanie w gtab

DFS z ustalong preferencja:

0 89 £8 H7 26 25 A8 d7 A0

s 1 B8 P9 O @7 P4 g9 g6 4l @8
$2 B7 0 5 @8 g3 g0 @5 g2 ¢
ol ©3 86 1 b4 @9 k2 b1 2 j3 6
B I T R L e
o @5 P4
¢ ¢3
2 @7 $2
s &1
ol d@9_goo
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Przeszukiwanie w gtab

DFS z preferencja losowa:

5 J4 80 81 B8 92 93 94 J2 J3

ol W6 32 8483 9 Jo 11 j4
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Przeszukiwanie w gtab

Obserwujemy:

© Krawedzi dotaczyliSmy tyle, ile byto odwiedzonych wierzchotkéw minus 1;
wszystkie wierzchotki s potaczone krawedzig. Zawsze otrzymujemy zatem drzewo
rozpinajace.

@ W DFS z preferencja, wyszta pojedyncza Sciezka (maksymalne gtebokos¢
rekurencji).

©@ W DFS z losowaniem pojawia sie ciekawe drzewo: interpretujac wierzchotki jako
~komnaty” otoczone $cianami, i potaczenia uzyskane przez DFS jako ,drzwi",
otrzymujemy labirynt. Z kazdej komnaty do innej prowadzi doktfadnie jedna
Sciezka (bez cofania sig).

Odnosnie 3: podobnie bedzie dla trzech (lub wigcej) wymiaréw.

Spéjrzmy tez na efekty algorytmoéw na planszach, w ktérych cze$é pél jest czarna
(wykreslona).
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Przeszukiwanie w gtab

BFS:
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Przeszukiwanie w gtab

DFS z ustalong preferencja:

75. q
7 74 28
8 #9
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el
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& 1
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8 4 a5
2 cﬁ9. 47
17—0—071.
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Przeszukiwanie w gtab

DFS z preferencja losowa:
I~
8 65 H4 o I:4 15
9 3 2120 3 ;_s_ﬁ

6 . . 3 P22 9 .18 7
@b S5 R4 25 62 A .
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Sortowanie topologiczne

Zastosowanie DFS: sortowanie topologiczne.

Niech G = (V/, E) bedzie skierowany i bez cykli (tak zwany acykliczny graf
skierowany, directed acycylic graph, DAG). Graf taki mozna utozsami¢ z diagramem
Hassego relacji czeSciowego porzadku.

Fakt. Kazdy porzadek czeSciowy mozna rozszerzyé do porzadku liniowego.

Problem: uporzadkowa¢ liniowo wierzchotki w G w sposéb kompatybilny z krawedziami
grafu (czyli rozszerzy¢ relacje E do porzadku liniowego).
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Sortowanie topologiczne

W sortowaniu topologicznym, wykonujemy DFS poczawszy od réznych weztéw w
grafie, wykonujac pewne dodatkowe operacje po odwiedzeniu wierzchotka. Wierzchotki

maja trzy ,stany” - nieodwiedzone (biate), tymczasowo odwiedzone (szare), oraz
trwale odwiedzone (czarne).

Kroki topological sort (G = (E, V) - graf acykliczny skierowany).
@ Stworz pusta liste L.
@ Dopdki w G znajduje sie nieodwiedzony wierzchotek:

@ Wybierz dowolny nieodwiedzony wierzchotek v € V.

@ Rozpocznij DFS z wierzchotka v, oznaczajac odwiedzane wierzchotki jako
tymczasowo odwiedzone, ale nie odwiedzaj wierzchotkéw trwale odwiedzonych
(czarnych). Po zakonczeniu zwiedzania wszystkich sasiadéw w € V/, oznacz v jako
trwale odwiedzony i odt6z go na liste L.

© Zwréé elementy z L w odwrotnej kolejnosci.
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