Zadania i problemy do wykladu Statystyka (ZESTAW NR 4)

ZADANIA

Zadanie 1. Rozpatrzmy nastepujaca sytuacje. Zalézmy, ze mamy dwie symetryczne kostki
do gry, D1 z 5 czerwonymi $ciankami i 1 biala Scianka oraz D z 1 czerwona $cianka i 5
bialymi $ciankami. Losujemy jedna z kostek i rzucamy nig az do momentu wyrzucenia po
raz pierwszy Scianki czerwonej. Ta samg kostka powtarzamy ten eksperyment jeszcze dwa
razy. Zatézmy, ze wyniki tych eksperymentéow wygladaja w nastepujacy sposéb:

Pierwszy eksperyment: czerwona $cianka pojawita si¢ po raz pierwszy w trzecim rzucie
Drugi eksperyment: czerwona Scianka pojawila sie po raz pierwszy w piatym rzucie
Trzeci eksperyment: czerwona Scianka pojawila sie po raz pierwszy w czwartym rzucie

Wykaz, ze w przypadku kostki D; taki wynik moze sie zdarzy¢ z prawdopodobienstwem
5,7424 x 10~® natomiast w przypadku kostki Dy z prawdopodobiefistwem 8,9725 x 1074,
Znajac te prawdopodobienstw, jak sadzisz, ktéra kostka zostata wylosowana do tego eks-
perymentu?

Zadanie 2. Rzucamy niesymetryczng moneta az do momentu pojawienia si¢ po raz pierw-
szy orta. Powtarzamy ten eksperyment z ta sama moneta trzy razy i otrzymujemy naste-
pujace wyniki:

Pierwszy eksperyment: orzel pojawia sie po raz pierwszy w trzecim rzucie
Drugi eksperyment: orzel pojawia sie po raz pierwszy w piatym rzucie
Trzeci eksperyment: orzel pojawia sie po raz pierwszy w czwartym rzucie

Niech p oznacza prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie ta moneta.
Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru p?

Zadanie 3. Dokonujemy jednej obserwacji dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie
prawdopodobienstwa o gestosci f(x|0), gdzie 6 € {1,2,3}.

x| flx) | f(=]2) | f(z]3)
0] 3 1 0
1 3 Z 0
2] 0 1 1
3] ¢ 1 2
4] 2 0 :

Znajdz estymator najwiekszej wiarogodnoéci parametru 6.

Zadanie 4. Liczbe zgloszen w jednostce czasu do serwera mozna modelowaé przy pomocy
rozktadu Poissona. Niech x1, xo, ..., z, bedzie realizacjg préby losowej z rozktadu Poissona
z parametrem [.

1. Pokaz, ze funkcja wiarogodnosci L(u) jest zadana przez

e " r1+x2+...tx
L('u)_ .%'1'xn' .

2. Policz logarytm funkcji wiarogodnosci oraz podaj postaé estymatora najwickszej
wiarogodnosci parametru p.

3. Jaka postaé¢ ma estymator najwickszej wiarogodnosci prawdopodobienstwa zera w
rozkladzie Poissona z parametrem pu.



Zadanie 5. Niech z1, xo, ..., x, bedzie realizacja préby losowej z rozktadu normalnego.
1. Dla rozktadu normalnego o gestosci

1 @w?
e p)

V2T ’

wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru pu.

fx|p) =

2. Dla rozktadu normalnego o gestosci

1 e
T|o) = ——e 272
Flals) = —=

wyznacz estymator najwickszej wiarogodnosci parametru o.

Zadanie 6. Poczatkujacy tucznik strzela n razy do okraglej tarczy o nieznanym promieniu
7. Trafia do tarczy za kazdym razem, ale w zupelnie losowe miejsca. Niech r1, ro, ..., 7,
oznaczaja odlegloéci miejsc poszczegdlnych trafien od srodka tarczy. Wyznacz estymator
najwiekszej wiarygodnosci parametru 7

Zadanie 7. Niech X1, ..., X, bedzie proba losows z rozktadu o gestosci
f(zlo) =021, 0<2<1, 0<0< .
(i) Wyznacz metoda momentéw estymator parametru 6,

ii) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnoéci parametru 6, i pokaz, ze jego wariancja
y y JWigksze] g
dazy do zera gdy n dazy do nieskonczonosci.

Zadanie 8. Niech X1, ..., X;, bedzie proba losowa z rozktadu o gestosci
1
f@o)=5, 0<z<,  6>0

(i) Wyznacz metoda momentéw estymator parametru 6.
(i) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru 6.
(iii) Policz wartosé oczekiwana i wariancje obu estymatordw.

(iv) Ktéry z nich powinien byé zastosownay do estymacji parametru € i dlaczego?

Zadanie 9. Z pewnej populacji o rozkladzie z wartoscia oczekiwanag p oraz wariancjg o2
wylosowano dwie prébki i dla kazdej z nich obliczono Srednig.

Prébka | Wielkoéé préobki | Srednia
1 np = 10 T1

no = 20 )

(i) Ktory z nastepujacych dwéch estymatorow:
. 1, - . 1.~ 2 _
fir = 5 (X1 +Xo) czy fo= X1+ X0
2 3 3
przyjaé za ocene wartoéci éredniej p?
(ii) Jak oceni¢ wariancje tych estymatoréw?

(iii) Czy istnieje najlepszy nieobciazony estymator postaci a; X1 + asX3?



Zadanie 10. Niech X1, X2, X3 bedzie proba losowg rozmiaru 3 z rozktadu jednostajnego
na odcinku (0, 26) gdzie 6 > 0.

(i) Znajdz metoda momentéw estymator parametru 6.

(ii) Znajdz estymator najwiekszej wiarogodnosci 6 parametru 6 oraz taka stalg k dla
ktorej Fy(k0) = 0.

(iii) Jakie sa wartosci estymatora najwiekszej wiarogodnosci i estymatora wyznaczonego
metoda momentéw dla danych

1.29,0.86,1.33

PROBLEMY

Problem 1. Niech X7, ..., X,, bedzie préba losowa z rozktadu normalnego N (p,0?). Wy-
mien argumenty za i przciw przyjeciu za wartosci oczekiwanej pu nastepujacych wielkosci:
srednia prébkowa Z, mediana probkowa &/, oraz %(& 1 + d% ). Wykonaj odpowiednia
symulacje komputerowa.

Problem 2. Metoda jackknife jest ogdlna technika redukcji obciazenia estymatora. Es-
tymator jackknife jest zdefiniowany w nastepujacy sposob. Niech X7, ..., X, bedzie prébg
losowa, a T,, = T'(Xy, ..., T,) estymatorem parametru 6. Aby ”ostruga¢” T,, obliczamy n
statystyk T7(f), i =1,...,n, gdzie Ty) jest obliczane tak jak 7, jedynie z ta réznica, ze
X; jest usuwane z proby. Estymator jackknife parametru 6, oznaczany przez JT'(X,,), jest
zdefiniowany jako

n—1 e~
JT(Xn) =nTy — — ST,

Zwykle estymator jackknife ma mniejsze obciazenie niz T,.
Niech Xj,..., X,, bedzie préba prosta z rozkladu Bernoulliego z parametrem 6. Naszym
celem jest estymacja 62.

i) Pokaz, ze estymator najwiekszej warogodnosci 62, " X;/n)?, jest estymatorem
) € =1
obciazonym 62

(ii) Zbuduj estymator jackknife oparty na estymatorze najwiekszej warogodnosci.
(iii) Pokaz, ze estymator jackknife jest estymatorem nieobcigzonym 2.

(iv) Pokaz, ze estymator jackknife jest estymatorem nieobciazonym 62.

Problem 3. Niech Xy, ..., X,, bedzie préba losowa taka, ze u = EX;, 0 = VarX; oraz
p=Cov(X;, X;)dlai,j=1,..,n, i+#j. Pokazaé, ze jedli p # 0, to statystyka

1
n—1

Sy = (X - X)?
=1

nie jest nieobcigzonym estymatorem wariancji o?.
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