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1. TRANSFORMACJA FOURIERA W R"

1.1. Transformata Fouriera. Dla funkcji f € L'(R") definiujemy jej transfor-
magcje Fouriera wzorem

(1) fO=FE) = [ fl)e " de.
Rn

Mamy nastepujace proste do udowodnienia wzory:
(1.2) (af +Bg)" = af + 53,
(1.3) [ flloo < IIfllzr i F jest funkcja ciagtha,
(1.4) glim f(f) =0, Riemann-Lebesgue,

— 00

(15) (Fear=Fa. whrie fx9(e) = [ Flo = o)y

(1.6) (Tf)(E) = F(€)e>™™E, (fe?™ Moy ¢) = (€ —h), gdzie T f(z) = f(z +h),

-~

(1.7) [f(A(E) = f(AL), dla odwzorowania ortogonalnego A € O(n),

~

(1.8) jesli g(x) = A" fF(A '), to G(€) = F(AE), A >0,
0 N\~ .

(1.9) (5. )1 = 2mig; F1¢).

przy zalozeniu, f, 0;f € L*

(1.10) (=2miz; () = 0, F(9).

przy zalozeniu, f, z;f € L'.

1.2. Klasa Schwartza i dystrybucje temperowane. Klase Schwartza S(R™)
tworzg funkcje f klasy C'° na R” spelniajace
(1.11) sup [2°D7f(2)] = pas(f) < oo
TER™

Wielkosci p, s nazywamy poéinormami.

Zadanie 1.1. Klasa Schwartza jest przestrzenia Frécheta (metryzowang i zu-
peha).

Ciag funkeji f,,, zbiega do f w S(R") wtedy i tylko wtedy, gdy pas(fm — f) = 0
dla wszystkich wielowskaznikéw a, 5 € N™.

Zadanie 1.2. Klasa Schwartza jest przestrzenia gesta w LP(R") dla 1 < p < 0.

Definicja. Dystrybucja temperowna nazywamy kazdy funkcjonal liniowy ciagty
na S(R™). Przestrzen liniowa dystrybucji temperowanych oznaczamy przez S’ (R").
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Ciag dystrybucji T,, € &’ zbiega do dystrybucji T'w S, gdy (T,,, f) — (T, f) dla
kazdego f € S.

Zadanie 1.3. Jesli f(z) = e to f(&) = e ™,
Wskazowka: Udowodnij, ze dla n = 1 funkcje f i fspelniajq to samo réwnanie
rozniczkowe zwyczajne
u' 4+ 2w =0, wu(0) =1

1.12. Twierdzenie. Transformata Fouriera odwzorowuje w sposdob ciggly F : S —
S wzajemnie jednoznacznie 1 "na". Ponadto

(1.13) /ﬁz/ﬁ
(1.14) fla)= [ Fleerm=<de

Dowéd. Mamy £2DPF(E) = C(DY2P fY(€). Zatem
€D FOI<OUD Pl < D" paplf)

lo’[,18"| <M

co implikuje ciggtosé. Wzor (1.13) wynika z twierdzenia Fubiniego. Dalej

/f )\:Eda:—/f)\g)\x)d
/f )ARG( de_/f

Podstawiajac g(z) = exp —wlel® § przechodzac z A — oo mamy

10) [ dn = [ flayds et $0) = [ 7

Stosujac (1.6) dostajemy

F(2) = (1o f)(0) = / (raf () dE = / Fle)erio< de.

czyli

O

Kladac f(z) = f(—=z) mamy F(F(f)) = f. Co implikuje F*f = f.
Definicja. Transformatai Fouriera dystrybucji temperowanej 7" € &’ nazywamy
dystrybucje temperowana T zadana wzorem

(T.f) =(T. ).
Podobnie definiujemy _ N

(T, f) =T, )
Zadanie 1.4. Transformata Fouriera jest odwzorowaniem ciagla bijekcja &' na 8"
Ponadto (') =1T.
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Poniewaz kazda funkcja f € LP(R™), 1 < p < oo, jest dystrybucja temperowana,

o= [ 19

trnsformata Fouriera takiej funkeji ma sens dystrybucyjny. W przypadku funkceji
[ € L' definiujac (T, p) = [ fe mamy

Ty =119 = [ 10 [ Fo

tak wiec dystrybucyjna transformata Fouriera funkcji z L! pokrywa sie z klasyczna.
Dalej kazda funkcja f € L jest lokalnie w L' oraz fr = fxpo,r — f W S gdy
R — oco. Zatem R
f = lim F(fg)
R—o0
1.3. Transformacja Fouriera na P, 1 <p < 2.

1.15. Twierdzenie. Transformacja Fouriera F jest izometria z L* na L?. Ponadto,

f(§) = lim f(x)e ™8 dg zbieznosé w L>
f(z) = lim ]/”\(&’)627”“'E d¢ zbieinogé w L%
R—o0 le|<R

Dowo6d. Dla f,h € S niech gzﬁ, czyli § = h. Mamy

[ = [ra=[Fs= [ 70

co daje ze F jest izometrig na L? N S. Dalej jest takze L*-izometrig na L' N L2
Wyliczenie dystrybucyjnej transformaty Fouriera fdla f € L? mozna teraz zrobié¢
poprzez gqstosc Istotnie fr = fXB(o (0.7) = fw L2, wiec takze zbieznosé w S’. Zatem
fR — f w &’. Ponadto z 1zometrii fR tworza cigg Chauchy’ego w L? zbiezny do
funkeji F € L2 Oczywiscie f (w sensie dystrybucyjnym) = F i |[F|lr2 = ||f]|z2-
(]

Jesli f € LP(R"), 1 < p < 2,t0 f = fi + fo, gdzie f1 € L', fo € L? (np.
fi = [Xqaif@)1y)- Wowezas f = fi + fo. Czy mozemy powiedzie¢ co§ wiecej o f7

1.16. Twierdzenie (interpolacyjne Riesza-Thorina). . Niech 1 < po,p1,q90, 1 <

00. Dla 0 < 6 < 1 niech

1 1-6 4 1 1-6 4
J— _"_ -

P m  m 4 @ @
Jesli T jest operatorem lintowym z LP° + LP* do L% + L% takim, ze

1T flla < Mol fllpy dla fe L (T fllg < Millfllp, dla fe L™,

to
ITfllg < My~"MY|fll, dia f e LP.
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1.17. Wniosek (Nierownos¢ Hausdorffa-Younga). Jesli f € LP(R"), 1 <p <2, to

1l < [1f 1] 2es
gdzie p+p' = pp'.

Dowod. Mamy || Fflleo < || fllzt, |[Ffllzz = || f|lz2. Zatem wymagana nier6wnos¢
wynika z twierdzenia interpolacyjnego Riesza-Thorina. 0O

1.18. Wniosek (Nieréwnos$¢ Younga). Jesli f € LP(R"), g € LY(R"), to f*xg € L",
gdziei—i—é:%%—li
1 = gller < [[fllzellgllze.

Dowod. Zauwazmy, ze ||f * gllee < [[flleellgller 1 1S * glle < [[fllzellgll e 1
stosujemy twierdzenie interpolacyjne dla operatora T'g = f*xg. O

Zadanie 1.5. Niech g(¢) = e727l ¢ € R™. Udowodnij, ze
glz) =T ((n+1)/2)7 TV 4 [2?) D2 = Py(x).

Funkcja P,(x) nazywa sie jadrem Poissona.
W szczegblnosei dla n = 1:

Pu(w)(e ) (@) =

T2 4 a2




2. FUNKCJA MAKSYMALNA HARDY'EGO LITTLEWOODA

2.1. Jedno$¢ aproksymatywna. Niech ¢ € L'(R") bedzie taka ze [¢ = 1.
Oznaczmy

i) =t "ot ).
Wowezas p — dg w S’ przy t — 0. Istotnie, niech f € S

/ () () dz = / (@) () d — F(0).

Tak okreslong rodzine funkcji nazywamy jednoscig aproksymatywna.

2.1. Twierdzenie. Niech ¢, bedzie jednosciq aproksymatywng. Wowczas
[ lim f s o = fl[r =0
t—0
dla f € LP, 1 <p<oo. Jesli f jest jednostajnie ciggta i ograniczona, to zbieznosé
jest takze w normie L.
Dowod.
frode) = 5@ [~ ty) = @)ely) d.
Ustalmy e > 01 niech 0 > 0 bedzie takie, ze || f(z —h) — f(@)||zrx) < 2|ll[r1) ™"

dla |h| < 9. Jesli t jest dostatecznie mate mamy

[ ey < @il
ly|>d/t

Stosujac nieréwnos¢ Minkowskiego mamy

1 e — Fllu < / o) lImgf — Fllr + 20l / lo(y)|dy < e.

ly|<é/t ly|>6/¢
Dowod w przypadku funkcji L i funkcji f jednostajnie cigglej i ograniczonej jest
¢wiczeniem. O

2.2. Slaby typ i zbiezno$é punktowa. Niech (X, )i (Y, ) beda przestrzeniami
z miara. Niech T bedzie operatorem podliniowym z LP(X) w przestrzen funkcji
mierzalnych na Y, to znaczy,

T(af) W) = le[TfW), (T +9)W| < T f(x)] +|Ty()].
Definicja. Mowimy, ze T jest stabego typu (p,q), 1 < g < oo, gdy dla pewnego
C > 0 mamy

v({y €Y |Tf(y) > \}) < (M)q dla A > 0.

Mowimy, ze T' jest mocnego typu (p, q), gdy T jest ograniczony z LP(X) do LI(Y').
Mowimy, ze T jest stabego typu (p, 00), gdy T jest ograniczony z LP(X) do L>*(Y)
czyli mocnego typu.
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2.2. Lemat. Kazdy operator mocnego typu (p,q) jest stabego typu (p,q).

Dowod. Niech Ex={yeY : |Tf(y)| > A\}. Wowczas

iy = [ avs [ w) < iy, < (el fly
O

2.3. Twierdzenie. Niech T, bedzie rodzing operatorow liniowych na LP(X, ) o
wartoSciach w funkcjach mierzalnych (X, p) takq, ze operator maksymalny T* zwig-
zany z tg rodzing

T* f(2) = sup Tof ()]
jest stabego typu (p,q). Wowczas
J={felPX): thr{l Tif(x) = f(x) prawie wszedzie}
—to

jest domknigty w LP(X).
Dow6d. Niech f, € J, fu — f w LP. Dla A > 0 mamy

p{r e X hltllstilp T2f(z) — f(z)| > A})

<p({zeX: hrfii}fp I TL(f = fa)(@) = (f = fu)(@)] > A})

<pze X T(f = fu)w) > A/2}) + p{z € X |(f = fu)(@)| > A/2})

< (20||f;fnllm)q+ <2||f—Afn||>P_>0

Zatem zbiér punktow dla ktorych T, f(x) nie zbiega do f(x) jest miary zero. 0O

(2.4)

2.3. Twierdzenie interpolacyjne Marcinkiewicza. Niech (X, u) bedzie prze-
strzenia z miara, f : X — C funkcja mierzalna. Niech ay : (0,00) — [0, 00] bedzie
zadana wzorem
ar(A) = p({z € X+ [f(x)] > A}).
Zadanie 2.1. Niech ¢ : [0,00) — [0, 00) bedzie funkcja rézniczkowalna taka, ze
©(0) = 0. Wowezas

/X o1 (@)]) dulz) = / a0 .

Wskazowka: rozwaz catke
£ ()]
[ e oixduta)
x Jo

i zamien kolejnos¢ catkowania.
Stosujac zadanie do ¢(A) = N’ mamy

11, = p / X lag(0) dA.

0
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2.5. Twierdzenie (interpolacyjne Marcinkiewicza). Niech (X, u), (Y,v) bedq prze-
strzensami mierzalnyms, 1 < pg < p1 < 00, T' operatorem podliniowym zdefiniowa-
nym z LP°(X)+ LP*(X) do przestrzeni funkcji mierzalnych na'Y', ktdry jest stabego
typu (po,po) ¢ (p1,p1). Wowezas T jest mocnego typu (p,p) dla py < p < p1.

Dowo6d. Dla f € LP i A\ > 0 rozkladamy f = fo + f1, fo = fX{zeX:|f(x)\>c)\}7
i = [X{eexf@)<en. Wowezas fo € L, fi € LP'. Ponadto, |Tf(y)| < |Tfi(y)| +
T f2(y)l, co daje
arg(A) < arg(A/2) + arg (A/2).
Przypadek 1; py = co. Wowezas biorac ¢ = (24;)7!, gdzie Ay = ||T||co— 0o mamy
aryg, (A/2) = 0. Ze stabego typu (po, po) dostajemy

A Po
arn(M2) < (20 foll)

i w konsekwencji

ITA < p / P (24 /{ (@) Podp)dA

zeX:|f(z)|>cA}

|f(@)|/c
(2.6 o2y [ U@ [ )

__ D
P —Do
Przypadek 2; p1 < oo. Wowcezas

2Az pi .
ary,(A/2) < <T||fi||pi> , 1=0,1

(240)7 (2A2)P ([ £15-

Dalej
sl <p [ ey | F @) ()
0 {z:|f(z)|>cA}
(2.7) +p / APLTPL(9 4 )P / |f ()P dp(z)dA

0 {w:/f(z)|<eA}

_ (2 AP p2r AT p

= e T ) ILFI15-

bP—DcC p1r—pc

O

2.4. Funkcja maksymalna Hardy’ego-Littlewooda. Niech B, oznacza kule o
srodku w 0 i promieniu 7, |B,| jej objetos¢.

Funkcja maksymalna Hardy’ego-Littlewwoda funkcji lokalnie catkowalnej f na
R"™ jest zdefiniowana wzorem

2.8 M f(x) = sup flxr —y)|dy = sup
(2:8) ( r>0 | Byl Br’ ( ) r>0 |B(z,7)| /@

|f(y)| dy.

Funkcja moze przyjmowaé¢ wartosci +o0o.
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Mozna takze zdefiniowa¢ funkcje maksymalna Hardy’ego-Littlewooda wzgledem
kostek. Niech @, = [—r, 7] oznacza kostke w R™ o srodku w 0 i dtugosci boku 2r,
jej objetosé |Q,| = (2r)™.

(2.9) M f(x) = = Sup

/ e — y)|dy.
r>0

Zadanie 2.2. istnieja state c,, C),, > 0 takie, ze
M f(z) < Mf(x) < C,M'f(x).

Oczywiscie

(2.10) 1M fllso < 11 fllocs 1M flloo < [1floo-

2.11. Twierdzenie. Funkcja M jest stabego typu (1,1) i mocnego typu (p,p) dla
1 <p<oo.

Wystarczy udowodnié¢ staby typ (1,1) i zastosowa¢ (2.10) wraz z twierdzeniem
interpolacyjnym Marcinkiewicza.

Udowodnimy najpierw twierdzenie dla n = 1. Dowo6d dla n > 1 jest analogiczny.
Zadanie 2.3.Lemat pokryciowy Niech {I,}acn bedzie Todzing odcinkéw, K
zbiorem zwartym zawartym wJ,, Io. Wowczas istnieje podrodzina przeliczalna (skoni-

czona) {1} taka, Ze

K C UIJ" ZXI ) <2 dla wszystkich x € R".

Wskazowka: Jesli trzy odcinki domkniete maja punkt wspoélny, to jeden z nich
zawiera sie w sumie dwu pozostalych.

Dowod. [stabego typu| Niech E\ = {x € R°'M f(z) > A}. Jesli ¢ € E), to istnieje
odcinek I, o érodku w z, ze

1
Ll ),

Niech K zwarty zawarty w Ey. Wowczas K C |, g, 1+ Z lematu pokryciowego
istnieje przeliczalna (skonczona) podrodzina odcinkéw I, ze

K C UIj7 ZXIj(x) <
J J
Zatem

1 1 2
EENMIE Zx/ 1< X/R;mﬂ < I/l

Poniewaz |E,| = sup{|K|: K C E\, K zwarty} dowdd jest zakonczony. 0O
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Zadanie 2.4. Zmodyfikowaé¢ powyzszy dowod na przypadek n-wymiarowy po-
przez udowodnienie nastepujacego lematu.

2.12. Lemat. Niech B,, a € A bedzie rodzing kul w R™ pokrywajgcych zbior zwarty
K. Istnieje przeliczalna (skoticzona) podrodzina roztgcznych kul B; taka, Ze

K| <5 By,

J
Dla funkcji ¢ okreslonej na R™ okreslmy ¢ (x) =t "p(z/t).

2.13. Twierdzenie. Niech ¢ bedzie funkcjg na R™ catkowalg, nieujemng, radialng,
malejgcg na (0,00). Wowczas

Stgglf* ei()| < ol M f(z).

Dowo6d. Zalozmy na poczatek, ze
(2.14) o@) =3 apvs, (), a; >0,
J

Wowcezas

1
£ 0(@)| < DD aslBr gl xm, < 3 aslB, M7 (x) = Nl M S ().

Nastepnie jesli ¢ jest funkcja spelniajacag zalozenia twierdzenia, to mozna ja
aproksymowaé od gory w L' funkcjami postaci (2.14). (To jest Zadanie 2.5.). O

2.15. Wniosek. Jesli |p(x)| < (x), gdzie ¢ jest funkcjq calkowalng nieujemna,
radialng, malejgcq, to funkcja maksymalna

sup | f # ()]

t>0

jest ograniczona na LP dla 1 < p < oo i stabego typu (1,1).

2.16. Wniosek. Jesli ¢ spetnia zatozenia powyziszego wniosku, to

lim f % ¢y(x) = </99)f(1’>

t—0

prawie wszedzie dla f € LP, 1 < p < oo.

Dowo6d. Zalozyé, ze [ =11 zastosowaé twierdzenie 2.3. Nastepnie pozby¢ sie
zalozenia, ze [p=1. O
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2.5. Diadyczna funkcja maksymalna. Niech Q, bedzie rodzing kostek w R"
postaci a + [0,1)", gdzie a € Z" (kostki jednostkowe o bokach rownolegtych do
osi zaczepione “lewym dolnym wierzchotkiem” w punktach catkowitych). Tworza
one roztaczne pokrycie R". Dla k € Z niech Q) oznacza rodzine kostek powstala
poprzez przemnozenie Qy przez 27% (sa to kostki o bokach o dlugosci 27k row-
noleglych do osi o lewym dolnym wierzchotku w punktach 27%Z"). Oczywiscie
kazdy wierzcholek z kostki z tej rodziny jest ze zbioru 27%Z". Kostki z rodzin Qj,
nazywamy diadycznymi. Mamy nastepujace wlasnosci:

(i) dla kazdego k € Z kazdy x € R™ jest w doktadnie jednej kostce z rodziny Q;

(ii) dwie kostki diadyczne sa albo rozlaczne, albo jedna zawarta jest w drugiej;

(iii) dla j < k, kazda kostka diadyczna z rodziny Qy jest zawarta w dokladnie
jednej kostce diadycznej z rodziny Q;;

(iv) kazda kostka diadyczna z rodziny Q dzieli sie na 2™ kostek diadycznych z

rodziny Q1.
Dla f € L} (R™) definiujemy

Euftr) = ) (ﬁ /Q )xalo)

Qe

Jest ona stala na Q € Q.
Zadanie 2.3. Mamy nastepujaca wlasnosé: Dla Q2 bedacej sumg pewnych kostek

z rodziny Q, zachodzi
/Eku/f-
0 Q

Definiujemy diadyczng funkcje maksymalng M, wzorem
Maf () = sup |Ei f ()]

2.17. Twierdzenie. M, jest stabego typu (1,1). Ponadto
lim Eyf(x) = f(z).
k—o00
Dowo6d. Niech f € LY. Mozemy przyjaé, ze f > 0. Wowczas
{z: Myf(x) > A} = U Q, suma roztaczna
k

Poniewaz E}, jest stala na kostkach z O, Q2 jest suma pewnych kostek z tej rodziny

o Muf(0) > N = 21 <33 [ 1Ees
k k Qk
1 1
=32 [ r= 50

Druga cze$¢ twierdzenia wynika z pierwszej i faktu, ze Eyf(z) — f(z) dla f € S.
O

(2.18)
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Powyzszy dowod nasuwa nastepujace twierdzenie (jest to rozktad tak zwany
rozklad Calderona-Zygmunda)

2.19. Twierdzenie. Niech [ bedzie nieujemng funkcjq catkowalng. Wowczas dla
kazdej liczby X > 0 istnieje rodzina Q); kostek diadycznych, ze
(i) f(z) <A dla prawie wszystkich v ¢ U, Q;;
(ii) |U; Q;1 < 31Iflhs
“ee 1 n
(iii) A<mejf§2 A.

Dowéod. Dla A > 0 mamy Ey = {z : Myf(z) > A\} = |J %, suma rozlaczna
(patrz dowod poprzedniego twierdzenia). Kazdy Qy jest suma kostek z Qy. Zatem
E\ = U, Qj, rozlaczna suma kostek diadycznych. Jesli z ¢ Ey, to Ejf(z) < A
dla kazdego j. Zatem f(z) < A prawie wszedzie dla © ¢ E,. Punkt (ii) wynika
z dowodu poprzedniego twierdzenia. Punkt (iii) tez. Istotnie, jesli Q); jest jedna
z kostek, to @); wchodzi w sktad doktadnie jednego 2. Ale wtedy dla = € Qj
Erf(x) > Ai Ei_1f(xz) < A. Niech Q] oznacza kostke z Qj_; taka, ze Q); C Q]
Mamy 3
1 |Q]| n
A< — — < 2"\
1@ Jo,” = 1010, Jo, ' =

O

2.6. Dowod stabego typu (1,1) operatora maksymalnego M’ z uzyciem
funkcji maksymalnej diadycznej.

2.20. Lemat. Dila A > 0 i funkcji nieujemnej catkowalnej f mamy
Ha: M'f(x) > 4" X} < 2"[{x: Myf(x) > A}

Dowd6d. Dla A > 0 niech @; bedzie rodzing roztacznych kostek diadycznych jak
w powyzszym twierdzeniu. Wtedy {z : Myf(z) > A\} = JQ;. Niech 2Q); oznacza
kostke o tym samym $rodku i dwa razy wiekszym boku. Let bedzie udowodniony,
jesli pokazemy, ze

{z: M'f(z) > 4"\} C Usz.

J
Niech z ¢ Uj 2@Q);. I niech @) bedzie dowolng kostka o $srodku w z. Oznaczmy przez
I dtugosé boku Q. Niech k € Z bedzie takie, ze 2~ *+1) < | < 27F Wowezas istnieje
co najwyzej 2" kostek z rodziny Q) majacej punkt wspolny z ). Oznaczmy je
przez Ry, Ry, ..., R,,, m < 2". Pokrywaja one oczywiscie (). Zauwazmy, kostka @);
nie moze zawiera¢ zadnej kostki R;. Zatem, dla dowolnych dwu kostek R; i @); sa
one albo roztaczne, albo Q); C R;. W obu przypadkach ﬁ fRi f < A. Mamy wiec

m 2—kn 1
- < 2"\ < 4™ ).
|Q|/f Z|@| o) SZTQNTRT Sy T EETAS
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Dowod. [stabego typu dla M'| Wystarczy pokaza¢ dla f > 0.7 lematu
n —n 8n
{z - M'f(x) > M < 2"{w - Maf(2) > 47"AH < Il
(]

Jako wnioski mamy wynikajace z twierdzenia interpolacyjnego Marcinkiewicza i
twierdzenia o domknietosci.

2.21. Wniosek. Funkcje maksymalna M' i M i My sq stabych typow (1,1) i moc-
nych typow (00, 0), a zatem mocnych typdw (p,p), 1 < p < oo.

2.22. Wniosek (Twierdzenie Lebesgue’a o rozniczkowlanosci). Jesli f € L] ., to

I 1
1m
r—0 |B7,|

/ flzx—y)dy = f(x) prawie wszedzie.
B,

2.7. Szacowania wagowe.

2.23. Twierdzenie. Niech w bedzie nieujemnq funkcjg mierzalng na R™*, 1 < p <
0o. Wowczas istnieje stata C,, ze

M f(x)Pw(x)dx < C, - |f(z)PMw(z) d.

Rn

Ponadto,

/ w@)de < AL [ 1 F(2) Muw(z) d.
{z:M f(z)>A} R"

Dowd6d. Pokazemy, ze || M f|| poo(wia)az) < || fllzoe(Muw(z)dz)- JeSli jeszcze pokazemy
druga czes¢ twierdzenia, to pierwsza bedzie wynikaé z twierdzenia interpolacyjnego
Marcinkiewicza

Jesli Mw(z) = 0 dla pewnego z, to w(x) = 0 prawie wszedzie i nie ma czego
dowodzi¢. Zatem zalozmy, ze Mw(x) > 0 dla kazdego z. Niech f € L*¥(Mw) i
niech a > || | Lo (vw). WOWezZaS

/ Muw(z)dr =0,
{z:|f(@)|>a}

zatem, | f(z)| < a prawie wszedzie. Stad M f(x) < a, wiec || M f|| e w) < a, co daje
M f| oo wy < [1f | 2o (arw)

Przejdzmy do dowodu stabego typu. Wystarczy udowodni¢ dla f > 0. Zatézmy
na poczatek, ze dodatkowo f € L'(R™). Niech {Q;}; bedzie rozktadem Calder6na-
Zygmunda na poziome \. Zatem

{o: M'f(z) >4"\} C U 2Q;.
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Zatem

/{I:M/f(x)>4n)\} w(z)dz < 2]3/2 j w(r) dv
O —
=) 2 !QJH%M /Qij(x) dx

J

(2.21) < %Z /Q | f<y>(@ / e ) dy

O n
<X s

<

S [ et dy

Jesli f ¢ L', to istnieje ciag f, € L' f, > 0, fu(x) — f(x) prawie wszedzie i
monotonicznie rosnaco. Dlaczego taki cigg istnieje, to jest kolejne

Zadanie 2.4. Wowczas M f,(x) — M f(z) monotonicznie dla kazdego = € R".
Mamy wiec {z : M f(x) > A\} = J{zx : M f(x) > A} i zbiory w tej sumie tworza
ciag monotoniczny na zawieranie. Dalej [ fMw = lim,, [ f,Mw. Stad twierdzenie
wynika z poprzednio udowodnionej nier6wnosci i przej$¢ granicznych. 0O

Zadanie 2.5. Udowodnij, ze jesli f € L', f #0,to Mf ¢ L.



3. TRANSFORMATA HILBERTA.

3.1. Sprzezone jadro Poissona. Przypomnijmy, ze jadro Poissona na prostej
zadane jest wzorem

Pt(ZL“) _ /OO 6—27rt\§|627ri£w df _ .F_l(e_tm)(:)j).

o0

Wowezas dla f € S(R) (cho¢ wzor ma sens dla szerszej klasy funkcji f) mamy

[ P(x) = /OO f(f)e*%t‘g'em’&dﬁ

=u(z), z=z+1it, t>0.

(3.1)

Ponadto mamy
2

U Pt = / (—2nlél)2f (e Klerer d,

d2 ) i —27 Téx
@(f * Pr)(z) = /(2%2\5!)2]“(@6 2mtle] o2méz g
co daje, ze u jest funkcja harmoniczna na Ri = {z : Sz > 0}. Zauwazmy, ze

funkcje u(z) mozemy zapisa¢ jako

o0 ~~ . O ~ -
u(z) = /0 Fle)em< e + / o)<,
Zdefiniujmy
o0 o~ . 0 ~ .
iv(z) = /0 Fle)ermiv€ e - / Fle)ermisede.

Zadanie 3.1. Wykaz, ze v jest harmoniczna na R%. Ponadto obie funkcje u i v
sa rzeczywiste jesli f jest rzeczywista.

Widzimy, ze u + v jest funkcja holomorficzna, zatem v jest funkcja sprzezona
do w.

Zauwazmy, ze

o(z) = / " isgn(€)e I Fle)eride,

o0

Powyzszy wzor moze byé zapisany jako

v(z,t) = f* Qi Q&) = —isgn(§)e 2
Jadro Q¢(x) nosi nazwe jadra sprzezonego do P;.
Zadanie 3.2. Wykazad, ze
1 =z
W= E
Zadanie 3.3. Wykazaé, poprzez wyliczenie, ze Py(z) i Q;(z) sa funkcjami har-
monicznymi na gornej podiptaszczyznie.
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Ponadto widzimy, ze

1t+x ?
P ) = ——— =
W) +iQu(x) T2 422 w2z
jest funkcja holomorficzng.
Wiemy, ze P; jest jednoscia aproksymatywna przy ¢t — 0. Zauwazmy, ze (J; nie
jest, bo funkcje @Q;(x) jako funkcje zmiennej x nie sy catkowalne.
Formalnie

Hm Qu(r) = =

co nie jest lokalnie catkowalng funkcja.
Z drugiej strony rozwazmy granice jader (); w sensie dystrybucyjnym, gdy t — 0,
to znaczy,

lim(Qr, f) = lim / Qu(@)f (@) de = lim(Q, F~' f) = lim / —isgn(&)e () dg

—i [sn©fic) de.

Zauwazmy, ze ostatnia calka jest dobrze zdefiniowana dystrybucja temperowana.
Ponadto mamy

%1_{% Q: = —isgn(§)

w sensie dystrybucyjnym.

3.2. Czesé glowna (principal value) 1/x. Definiujemy dystrybucje tempero-
wang zwang czescia gtowna 1/x wzorem

de.

1
(p.v.—, f) = lim
z |z|>e z

e—0

Jest to dobrze zdefiniowana dystrybucja temperowana, bo

<p_v‘ljf> :/ MdaH— Mdz
& lal<1 T ol>1 T

i obie calki sg zbiezne.

3.2. Twierdzenie. Q); — %p.v.% w8 przyt — 0..

Dowod. Zdefiniujmy v, (z) = %X{\m|>£}~ jest to funkcja ograniczona, wiec definiuje
dystrybucje temperowana. Ponadto lim. o ¢. = p.v.% w S’. Wystarczy udowodni¢,
ze

ln(Q: — 1) =0

t—0
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w §’. Ustalmy f € §S. Wowczas

(7 Qi — . f) = / 21 o |x>t%%x
o e [ (e Dy

_ af(te) f(tz)
B /|x<1 1+ a2 du /|w>1 z(1+ x2)dm'

Jesli wezmiemy granice przy t — 0, to widzimy, ze z tw. Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej obie catki daza to catek z funkcji catkowalnych nieparzystych po
obszarach symetrycznych, a wiec do 0. O

3.4. Wniosek. .
lim f * Qy(x) = — lim Mdy,

t—0 7T e—0 ‘y|>€ y
7Z ciagtosci transformacji Fouriera w &’ mamy

3.5. Wniosek. ) ]
(=pv=)(6) = —isen(©)

3.3. Transformata Hilberta. Dla funkcji f € S(R) definiujemy jej transformate
Hilberta H f(z) jednym z réwnowaznych wzorow

Hf — ].lmf * Qtu
t—0

1 1
Hf = ;f * (p.v.;/)\,
(Hf)&) = —isgn(&) f(€).
7 trzeciego rownania wynika:

I1H flle2 = [[f]lz2,

[Jtng=- [ st

Pozwala to zdefiniowaé¢ transformate Hilberta dla funkcji f € L%
Zauwazmy, ze dla f € L? mamy

Hf(x) lMaly dla x ¢ sup f.

T —Y

3.6. Twierdzenie. Istniejg state C,, 1 < p < 00, Ze dla f € S(R) mamy
{a: |Hf(x) > A} < /A ]Iz czyli staby typ (1,1), (Czebyszew),
IHflle < Gyl fllres 1 <p<oo, mocny typ (p,p) (Riesz).
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Dowod. Udowodnimy staby typ (1,1). Niech f € S. Dokonajmy rozktadu C-Z
funkcji | f| na poziomie A > 0, to jest, istnieje ciag rozlacznych odcinkow I, ze

[f(z)] <A dla xgéQ:U[j’

J

1
Ql < — 1
20 < 21l

1
- / ] < 22
A,
Majac takie odcinki rozktadamy funkcje f na sume funkcji g i b, gdzie

flz) dla z ¢ Q,
(3:7) 9(w) = {ﬁflj fodla zel
b(x) = ij(fﬂ),
gdzie ]

@) = (10 - 7 [ Do)

Mamy |g(z)| < 2\, b; ma nosnik w I; i calke zero. Ponadto f,g € L?. Zatem
Hf = Hg+ Hb i w konsekwencji

{z: [Hf(z)| > A} < o [Hg(x)] > A2} + o« [Hb(z)| > A/2}].
Stosujac izometrie H na L? mamy
o Hyla)| > 3/2} <432 [ lgla)?da
(3.8) < 8)\_1/|g(x)| dx

<svt [ 1)l o
Niech " = J; 2I;. Mamy [Q2*] < 2[Q] i

Ha : [Ho(x)| > A2} < |7 + [{z & Q7 : [Hb(z)] > A/2}]

(3.9) < Y| f| e +2)\‘1/ \Hb(z)| d.
R\Q*

zauwazmy, ze jesli x ¢ Q* to x ¢ suppb C Q. Zatem dla z ¢ Q* mamy
Hb(x) = ZHbj(x) = Z/—bﬂ(y) dy.
- - r—vy
J J

Oznaczmy przez: ¢; $rodek I;, 2r; = |I;|. Wowcezas dla o ¢ 2[;, y € I; mamy
2r; < |z —c¢j| <l|z—y|+|y —¢| <|v—y|+r. Stad r; < |z —y| i w konsekwencji

(3.10) lz—cj| <2lz—y|, |rv—y|<|r—ci|+|c; —y| <2z —cl
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Funkcje b; maja catke zero, wige

1 1
Hb;(x dxg/ ’/b-y — dy|dx
/W' @les [ ] fo0) = )l
/ / Y)|—————— — ¢l dy dx
(3.11) R\21, |z — y\lx - ¢l

I;
/ / |4 —— —drdy
R\21; |z — ¢

< 2[|bjl -

W konsekwencji

> [ ims <2y [ wldy <o,
T R0 = I

Dowod stabego typu (1,1) jest zakornczony stosujac nierownosé Czebyszewa i w
powiazaniu z ostatnig nieréwnoscia. Stosujac modyfikacje dowodu twierdzenia in-
terpolacyjnego Marcinkiewicza, mamy ze dla 1 < p < 2 zachodzi

[H fllr < Clfllee, | € SR).
Jesli teraz f € S, 2 < p < o0, to

sl = sw o {| [ 55}

gESR),[lgll <1

- {1 [}
ses@ ol <1
< A lplHglly < Cliflpligly

(3.12)

O

3.4. Transformaty obciete - zbieznos§é punktowa. Przypomnijmy, ze dla f €
S udowodnilismy, ze ||H f|lr < Cpl[fllze, 1 < p < 00,1 |{z : |[Hf(x) > A} <
ATl gdzie

1., flz—y)

Hf(r) = —lim dy, fe€S.

ly|>e Y

Pozwolito to zdefiniowa¢ H f dla f € LP, 1 < p < oo jako ograniczony operator.
Ponadto dla f € L' mozemy zdefiniowa¢ H f jako funkcje mierzalng w sposob
nastepujacy. Niech f, € S, ||fn — f|lzr — 0. Wowcezas

{o : [H fu(2) = Hfm(@)] > M < O fo = fnlloo

Zadanie 3.4. Udowodnij, ze powyzsza nierownosé¢ implikuje, ze lim,, o H f, ()
zbiega wedlug miary do funkcji mierzalnej.

Zatem mamy dobrze zdefiniowang funkcje mierzalng H f dla f € L'.

Zdefiniujmy operator obciety H. transformcji Hilberta wzorem,

Hf@) =1 [ TE=y)y,

lyl|>e Y
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i odpowiadajacy tej rodzinie operator maksymalny

H' f(x) = sup | H.f(@)]

3.13. Twierdzenie. Istnieje stata C,, 1 < p < oo, ze
[Hefllpy < Cpllfllpy 1 <p<oo

{o: [Hof ()] > A} < G| £

Dowod. Zauwazmy, ze dla funkcji ¢, zdefiniowane w sekcji 3.2 mamy

—~ e 2miyE
¢8(£) = lim Yy
N=oo Jocpy<n Y
(3.14) 2NlE] g
= —2isgn(§) ]\}1_r>n —~ dt
o0 Jomelg]

co jest jednostajnie ograniczone. Stad H. maja wspoélnie ograniczone normy jako
operatory na L?. Dalej postepujemy jak w dowodzie stabego typu (1.1) dla trans-
formacji Hilberta i uzyskujemy, ze operatory H. maja wspoélnie ograniczone normy
stabego typu (1.1). Przedstawimy tutaj jedynie jeden etap rozumowania szacuja-
cego H.b(z) dla z ¢ Q.

Niech z ¢ Q*. Ustalmy b;. Mamy

1 1
@ < [ Il = 1) = (o = ) |do

Y

Mamy nastepujace mozliwosci.
(i) Dla kazdego y € I; zachodzi |z — y| > . Wtedy

|51
[ = ¢l?

(ii) Dla kazdego Y € I; zachodzi |z — y| < e. Wtedy H.bj(x) = 0.
(iii) Istnlejq v,y e Ij, ze |l —y| <e <|y —xl. Wtedy
(
(

)
i
1) 7
2) I ( — 3¢,z + 3¢)

(3) € < 3|z — y| dla kazdego y € I;.

Istotnie 2r; < |c;—z| < |¢; —y/|+|y — x| < rj+e codaje (1). Aby sprawdzi¢ (2)
zauwazmy, ze dlay € I; mamy |y—z| < |y—v/|+ |y — x| < 2r;+¢e < 3. Przejdzmy
do dowodu (3). Mamy € < [z—y"| < |[z—y|+|y—v"| < |[v—y|+2r; < |z—y|+2|z—y|.
Zauwazmy, ze w dowodzie (1) i (2) korzystalismy tylko z tego, ze |y — z| < e.

Wréoémy do szacowania H.b;. Mamy

x+3e 1 x+3e
ImMMSO/ b,(y)| @_0—/ (v)\dy.

z—3e | - C]l

[Hebj(2)] < C——"—=5[|bj| -

Ostatecznie |H.b(z)| < O, ! 1011 Lr + [b] * he, gdzie he(z) = EX(—3e30) () €

J |z—cj]

L'. Ostatni operator jest ograniczony na L' z norma niezalezng od €. Zatem staby
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typ (1,1) i niezaleznos¢ statej w stabym typie jest udowodniona poprzez powtorzenie
fragmentu dowodu twierdzenia o stabym typie transformacji Hilberta.

Stad i z twierdzenia interpolacyjnego Marcinkiewicza, mamy istnienie stalych
Cp, 1 <p < 2. Dla p > 2 istnienie stalych wynika z dualnosci. O

Zadanie 3.5. udowodnij, ze H.f — Hf w normie LP.
Zajmiemy sie teraz zbieznoscia prawie wszedzie H. f.

3.15. Twierdzenie. Dla funkcji f € LP, 1 < p < 0o, mamy
H*f(z) < M(Hf)(z) + CM f(z).

Dowoéd. Niech ¢ € C°(—1,1) bedzie funkcja symetryczna, dodatnia, malejaca
a (0,00) o calce 1. Wowczas
1 1

1 1
;X{y:|y\>s} = (p-V-E * @a) (y) + [;X{y:|y>s} - <p-V-; * @a) (y):|

Niech

1

ke(y) = b

<| [, e =)l

(3.16) T
|x\<a lylly — |

C’_
lyl*

1
X{y:ly|>e} — (p.V.; * 908> (y)]

Dla |y| > 2e mamy

Z drugiej strony, dla |y| < 2e mamy

C Pe(y — ) — e (y)
PN / ply/e —x/e) — w(y/e)‘dx
(3.17) é of<se € / )fv o
ply/e —x) — p(y/e
g /;C|<36 i ‘dﬂj
C
=7

Zatem |k.(y)| < v.(y), gdzie ¥(y) = 155
Ponadto dla f € § i dla kazdego x € R mamy

o (v o)) = (F 5 pov.)  ou(a)
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Zauwazmy, ze powyzsze sploty sa funkcjami ciaglymi x. Zatem dla f e Six € R
mamy

[ (Hee)(z) = (Hf)* pe(x)
(Sugeruje przeanalizowaé czytelnikowi powyzsza rownos¢). Wzor ten przedtuza sie

na f € LP poprzez zastosowanie przejécia granicznego i nierownosci Holdera. Zatem
mamy dla f € LP, 1 < p < o0,

[ (Hee)(x) = (Hf) * pe(x)
i powyzsza funkcja jest funkcja ciagly x.
Mamy wiec
H.f(zx) = (Hf) * () + [ * k()

co W powiazaniu z wyprowadzonymi szacowaniami i twierdzeniem o radialnej ma-
jorancie daje twierdzenie. O

3.18. Wniosek. Operator H* jest mocnego typu (p,p) dla 1 < p < oo i dla f € LP
H.f — Hf w normie LP i prawie wszedzie.

Dowod. Dla f € LP niech f, € S, f, — f w L. Mamy

[1Hof = Hfllp < |H(f = fa)llp + [ Hefro = H fullp + | H fo = H [l

Pozostaje wykazac, ze ||H.f, — H f,|l, — 0 przy ustalonym f,. Ale H.f, maja
wspo6lng majorante w LP. Dla zbiezno$ci prawie wszedzie rozwazmy rodzine opera-
torow 1, = H, — H + I i zastosowal twierdzenie z rozdzialu 2.2. 0O

3.19. Twierdzenie. Operator H* jest stabego typu (1,1).

Dow6d. Dla f € L niech I; beda odcinkami z rozkladu C-Z na poziomie A > 0.
Piszemy

f=g+b=g+> b
J

Wiemy, ze H* jest mocnego typu (2,2), wiec
{a  [Hg(x)] < A/2} < Cllgllz2A™* < CllfllA™
Wystarczy udowodnic¢,
Ha & QF: H*b(x) > A\/2} < CAX7|b|| 1.

Ustalmy = ¢ Q*, ¢ > 01 I;,. Wowezas zachodzi jedna z mozliwosci
1) (x—e,x+e)NI; =1;,
2) (ac—g,x—i—a)ﬂlj :®7
3)z—eceljalboxr+eel
W pierwszym przypadku H.b;(z) = 0.
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W drugim przypadku H.b;(z) = Hb;(z). Zatem stosujac te same argumenty co
przy dowodzie stabego typu (1,1) dla H many

|15
|Hebj(w)] < ——— b5/ 1.
’ |z — ;2T

W trzecim przypadku, I; C (x — 3¢,z + 3¢) i dla y € [; mamy |z —y| > /3.

Dlatego
b y 3 r+3e
)< [ 29y <2 [ )

I; |$_y| —3e

Sumujac po j mamy

3 x+3e
|H.b(x |<Z| bl + 2 / 1b(y)]| dy

—3e

DM b+ CMbe)

Zatem

o ¢ 0 H'b@) > A2} < [{o ¢ O Z‘ Slbslis > A2y
+ o Mb() > >\/4}|
<ol [ . ﬁrmm ol

J

(3.20)

< CATH|b]|
|

3.5. Mnozniki. Dla funkcji m € L>)R"™ definiujemy operator T,, ograniczony na
L*(R™) wzorem

(T (&) = m() F(E)

Mamy z twierdzenia Plancherela

[T fll2 < llmlloolfl2-

Zadanie 3.6. ||T,,|| 1212 = ||m||o-

Interesujacym zagadnieniem jest znalezienie warunkéw na m gwarantujacych
ograniczono$¢ T, na LP (w sensie ograniczonosci na gestej klasie funkcji z LP).

Jesli m(§) = —isgn(§), to T,,, = H.

Oznaczmy przez M, operator mnozenia przez funkcje e*%® tj M, f(z) = > f(z).
Wowezas mamy F (M, f)(€) = f(§ —a). Obliczmy F(M,HM_,f)(€) dla f € S(R).
Mamy

F(MoHM o f)(§) = F(HM_of)(§—a) = —isgn (§—a)F(M_.f)(§—a) = —isgn(§—a) F f(£).

Zatem operator M, H M_, jest operatorem mnoznikowym z mnoznikiem —isgn(£—
a). 7Z drugiej strony operator ten jest ograniczony na L? i stabego typu (1,1).
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7 kolei dla a < b operator
Sup = %(MGHM,Q — MyHM_,)

jest operatorem mnoznikowym z mnoznikiem m,4(§) = X(ap)(§). Jest on ograni-
czony na LP, 1 < p < oo, i stabego typu (1,1).
Zauwazmy, ze ||Sa.pfll, < Cpllfll, ze stata C, niezalezna od a,b. Stad kladac

b= —R, a = R jako wniosek mamy
lim SfR,Rf — f
R—o0

w normie LP, 1 < p < co. Aby to udowodnié¢, wystarczy pokazadé
Zadanie 3.7. Zbiezno$¢ zachodzi dla f € S(R).

3.21. Twierdzenie. Jesli m m jest mnoznikiem na LP(R™), wowczas funkcje zde-
finiowane poprzez m(€ + a), m(AE), m(p€), gdzie p jest ortogonalnym odwzorowa-
niem, sq mnoznikami na LP z tg samqg normg co T,,.

Dowd6d. Dowdd jest konsekwencjg wzoréw na transformate Fouriera. Istotnie,

~ -~

Toera f(2) = FH(m(E+a) f(§)) (@) = FH(7u(m(§) f(§—a)))(2) = ™ T (M_of)(x).
Dalej

T f(@) = FHm(A) F(€))(2) = F 1 (0x(m(€)dr-1 F(€))))(x)
= (F Y m()F(fr(O))ar1(x) = (Tnfr)r) ().

Podobnie postepujemy dla p ortogonalnego. 0O

3.22. Twierdzenie. Jesli m jest mnoznikiem na LP(R), to m(§) = m(&), € =
(&1,&, ..., &n) jest mnoznikiem na LP(R™).

Dowod. Zauwazmy, ze Ty, f(x) = T f( -, 2, T3, ..., ) (21). Stad, stosujac twier-
dzenie Fubiniego, mamy

\Tmf(x)\pd:c:/ </|Tmf(-,xz,mg,...,xn)(x1)|pdx1>dx2...dxn
R Rn—1 N JR

§/ /|f(:v1,...,:En)|pd:1:1...dxn.
rRo-1 JR

3.23. Wniosek. Jesli m(§) jest funkcja charakterystyczng wielo$cianu P, to m
jest mnoznikiem na LP, 1 < p < oo. Ponadto, jesli 0 € in P, i my jest funkcja
charakterystyczng AP, to limy_,o T)n, f — [ w normie LP
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Zadanie 3.8. Niech f € L', supp f € B;. Wowczas M f € L'(B;) wtedy i tylko
wtedy, gdy [5; [f(2)|log™(|f(2)])dzx < oo

Wskazowka. Udowodnij najpierw nieréwnosci

o R Mf(@)> A < OX [ F(2)] d,
{z:| f(z)|>N/2}

{z €R™: Mf(z) > A} > ex”? /{ o e



4. CALKI SINGULARNE.

W niniejszy rozdziale rozwazaé¢ bedziemy operatory catkowe na R™ postaci

(41) i) = tim [ D p )y,

€700 Jly|>e |y’n

gdzie  jest zdefiniowana na sferze jednostkowej S"~! catkowalna o catce 0.1y = y/

lyl.
Wzor (4.1) jest zdefiniowany dla f € S i jest splotem z dystrybucja temperowna

(r.py =ty [ W) () dy

=0 >e |y|n
(4.2) Y
_ Q(y) B YS) o d
/|y Rl - s /| W
Zwana, p.v. Slif‘?

Mamy oznaczenie T'f(x) = f * T'(z).
4.3. Twierdzenie. Warunkiem koniecznym na to, aby (4.2) definiowata dystrybu-
cje temperowang jest [, Q(u)do(u) = 0.

Dowo6d. Niech f €S, f(x) =1dla |z] < 1. Wowczas

(T, f) = /| ) 1) dy + lim ) 4

y|>1 |y|n €0 e<|yl<1 |y|n

Pierwsza z calek jest zbiezna, ale druga zapisana we wspolrzednych sferycznych
jest rowna [g,, Q-log(l/e). O

4.1. Funkcje i dystrybucje jednorodne i ich transformaty Fouriera. Funk-
cje f nazywamy jdenorodna stopnia a jesli dla kazdego 0 # = € R™ i i kazdej liczby
A > 0 mamy

FOr) = X f(a).

Wowezas dla funkcji ¢ mamy
F@)or(@)de =2 | f(2)o(x) do.
R” R”
Mowimy, ze dystrybucja T jest jednorodna stopnia a, gdy

<T7 ¢>\> = /\a<T7 ¢>
dla ¢ € S.

4.4. Twierdzenie. Jesl dystrybucja temperowana T jest jednorodna stopnia a, to
jej transformacja Fouriera jest jednorodna stopnia —n — a.
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Dowdd.
(T, ) = (T F(f2)) = (T.F(F)A)) = (TN (Ffr) = XU, f) = X""T, f).

Dowod twierdzenia jest zakoriczony. O

Zadanie 4.1. Niech f(z) = |z|™°, %ﬂa < n. Udowodnij, ze f(£) = Cnal€]
4.5. Twierdzenie. Jesli Q jest catkowalng funkcjg na S"' o cafce zero, to trans-

formata Fouriera dystrybucji p.v. ?;ﬁ) jest funkcjq jednorodng stopnia zero dang
wzorem

m(©) = [ wlog(1/lu-€1) = iGsen (u- )ldo(w)

Dowo6d. Transformata Fouriera jest jednorodna dystrybucja stopnia zero. Obli-
czymy m(€) dla &€ € S W tym celu dla ¢ < 1 < R niech

ms,R(§> — / Me—%iyﬁdy

<Jy|l<R |ly|™

! ; dr R rue AT
_ O —2mirul 1) — / —2mirul
/Snl (u)[/s(e T+ e ~|do(u)

(4.6) :/Snl Q(u)[/sl(COS(Z’ZTTU§)_1)ﬁ+/1RCOS(2WTU§)%}d0<U)

r

R
d
+ / Q(u) [/ Sin(QWruﬁ)—T] do(u)
Sn—1 € r
= E,R(g) - iJa,R(g)-
Mozemy przyjac, ze u - & # 0. Stosujac zamiane zmiennych s = 27r|u - £| mamy
2m|ué|R . ds
Jer(€) :/ Q(u)/ sgn (uf) sin(s)—do (u)
Sn—1 2p|uéle S

Stad tatwo mamy, ze J. r(§) sa wspolnie ograniczone przez C||Q||;1(gn-1) niezaleznie
od ¢ i R i zbiegaja do Fsgn(u - §).
Przejdzmy do I g(§). Po tej samej zamianie zmiennych dostajemy

@7 L) = /S o) /2 j;iRcos(s)%— /2 jI:I %] do(u).

Zajmiemy sie badaniem wewnetrznych catek W. Mamy 3 przypadki.
1. e2rjug| < 1 < R27|ué|. Wtedy

1 ds 2m|ué|R ds 27| u| ds
W = [/2 (cos(s) — 1)? +/1 cos(s)? — /1 ?]

wluéle

Ponadto W jest ograniczona przez C' + C'log|u - £|.
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2. e2m|ué| < R2m|ué| < 1. Wtedy

2m|ué|R d 27| u€|R d
W= (cos(s) — 1)—S - / i
2

2m|ugle §

rlugl S

i podobnie jak wyzej W jest ograniczone przez C' + C'log|u - £|.
3.1 < e2n|ué| < R2m|u&|. Wtedy z (4.7) mamy, ze W jest ograniczone przez
C + Clog|u - &£|. Przechodzac z € — 01 R — oo mamy

1 d 00 .
WE,R(g)—>/ (cos(s)—l)—s+/ €85 15 —log 27| — log |u - £].
0 0

S S

Obliczajac catke zewnetrzna pamietajac, ze catka z () jest rowna zero, mamy
wzor na m(€). O
Dla funkeji 2, calkowalnej na S"! o calce zero niech
1 1
Qe(u) = 5(Q(u) + Q(=u)),  Qo(u)5(Qu) — Q(=w)).
Obie funkcje majg catke zero.

Zadanie 4.2.

4.8. Wniosek. Jesli Q, € L'(S™1), Q. € LI(S™1) dia pewnego q > 1, to trans-

formata Fouriera m dystrybucyi p.v.?y(?n)

jest funkcjqg ograniczong.

4.2. Metoda rotacji. Niech T bedzie jednowymiarowym operatorem podlinio-
wym ograniczonym na LP(R). Dla v € S" ! zdefiniujmy operator T, na R" w
nastepujacy sposoéb. Niech L, = {\u : A € R} i niech L} bedzie podprzestrzenia
prostopadta do L,. Dla x € R” istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista x; i

dokladnie jeden wektor T € L, 7e © = xu + . Niech

Tuf(x) =Tf(u+z)(x1).
Mamy

/Rn ’Tuf(x)’pdx:/Li/R‘Tf(~u—|—a_:)(x1)]pdx1d£§0/]:é/ﬂ{‘f(.u+j)<xl)‘pdxldj

= I/ 11z
Rozwazmy sytuacje gdy M jest jednowymiarowa funkcja maksymalng Hardy’ego-
Littlewooda. Wowczas
1 [k
M, f(x) =sup — |f(x — tu)| dt.
n>0 2h J_y,

7 kolei dla transformaty Hilberta H operator H, ma postac

Huf(x):llim f(x—tu)%

T e—0 |t|>€
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4.9. Wniosek. Niech T bedzie podliniowym operatorem na LP(R). Dla Q) € L*(S™1)
niech

Tofe) = [ QTuf@)dotu).

Wowczas ||Tql|| jest ograniczony na LP(R™) i jego norma jest ograniczona przez
Jeaiel2e

Dowo6d. Zastosowaé nier6wnosé Minkowskiego. O

Zobaczmy postaé M.

Mqf(x) = /S"—l Q(u) sup/_ |f(z — tu)|dtdo(u).

h>0 J—h
Zdefiniujmy operator M, wzorem
1

M —sup ————— Qy' —y)|dy.
af () SUP B0, 7] B((Oﬂ)l WO f(z —y)ldy

Wowcezas stosujac wspolrzedne biegunowe mamy

1 R o
Mo @) =g s [ 1001 [ 15 rle o)
<C - |Q<u>|§£%% /| |<R| f(x—ru)|;;_1ldrda(u) <C - Q)| M, f(z)do (u).

Przejdzmy teraz do Hg. Pokazemy, ze otrzymamy caltki singularne postaci (4.1)
dla nieparzystych funkcji €2.
Niech f € S. Stosujac wspotrzedne sferyczne catke (4.1) zapisujemy

T@)=lm [ Q) / T - ru)%da(u)

e—0 gn—1
4.10 im [ 0w [ fe—tu)Ldou)
- = - —ao
(4.10) e02 Jgn- |t|>e t

™

=3 /SHl Q(u)H, f (z)do(u).

4.11. Wniosek. Operator catki singularnej (4.1) dla Q nieparzystego i catkowal-
nego jest ograniczony na LP dla 1 < p < oo.

W identyczny sposéb dowodzimy,ze

T* f(x) = sup /| ) b gy

e>0 y|>e |y|n

spelnia

Tf) <5 [ 19 fe)dota).

Sn—1
Stad
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4.12. Wniosek. T* jest ograniczony na LP(R") dla 1 < p < oo. Ponadto granica
w (4.1) istnieje prawie wszedzie.

4.3. Transformata Riesza. Dlan > 21 j = 1,2, ...n, definiujemy transformate
Riesza R; wzorem

R (@) = cvsv. [ L po =) dy

Oczywiscie jest to operator postaci (4.1) z funkcja ;(u) = u; nieparzysta klasy C'>

na sferze. Jest to operator splotu z dystrybucja p.V.Q|]?ﬁZI). Obliczmy transformate

Fouriera tej dystrybucji. W tym celu zauwazmy
Zadanie 4.3. <;> = (1 = n)p.v. ;5

‘33‘" 1
Zatem StOSllJ@C tw1erdzen1e o transformacie Fouriera dystrybucji jednorodnych

z rozdziatu 4.1 mamy

(1 =)o) (€)= (= [al ) ()

~

(4.13) = cig;(|x \ " )( )
nt1
. T2
— i
NCSE |€ X
Powyzszy wzor implikuje (po odpowiednim doborze statej ¢,) dla f € S
DR =-f
j=1

4.4. Calki singularne z jadrem parzystym. Niech ) bedzie funkcja parzysta
na sferze o calce zero nalezaca do L(S™ 1) dla pewnego 1 < ¢ < oo. Bedziemy
dystrybucje postaci (4.2) i operator postaci (4.1). Rozktadajac dystrybucje T na
sume dwoch, ktérych jedna ma no$nik zwarty w otoczeniu zera, mamy T'f € S+ L"
dla kazdego 1 < r < q.
Niech
Q x

Mamy K. € L"(R"), 1 <r <r. Zatem dla f € S funkcje R;(K. x f) i (R;K.) * f
sa w L" i stosujac transformate Fouriera tatwo wykazac, ze sa sobie roéwne.

4.14. Lemat. Istnieje funkcja f(j nieparzysta jednorodna stopnia —n, taka, ze
lim R, . (2) = K(x)

w nomie L na kazdym zbiorze zwartym niezawierajgcym 0 (nawet na zbiorze

{lz] > a})
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Dowo6d. Niech0<e<v<a< l%‘ Stosujac po drodze [Q = 0 mamy
(4.15)
xA

T i Y
RiK:(x) = B;K, (2) = ¢, lim - Wmm_ypa}(m —y)[K:(y) — Ku(y)] dy

_ Cn/ z;—y; Ay dy

<|y|l<v |$ - y|n+1 |y|n

:C/ [xj—yj T Q(y’)dy
e<lyl<y Ll =y f ]yl

Stosujac twierdzenie o wartosci $redniej mamy

C Qy Cv
416) RE.) - Ryl < s [ By < Sl

|z [t <|yl<v y|"—1 A
Stad R;K.(x) jest ciagiem Cauchego na {|z| > a} przy ¢ — 07. Zatem
K;(z) = lim K.(z)
e—0

i granica istnieje prawie wszedzie. Ponadto K j*(:v) jest funkcja nieparzysta prawie
wszedzie. Zdefiniujemy teraz funkcje K; nieparzysta (wszedzie) rowng K prawie
wszedzie speliajaca Kj(Ax) = A7"K(x) wszedzie. W tym celu ustalmy A > 0
Wowczas dla prawie kazdego x mamy

_ ATj — Y
RiK.(\x) = %%%WKE(Z/) dy

4.17 : Ti—Y -
(4.17) = lim ¢, /|x_y>m ‘x_y‘nﬂk e/ (y) dy

— N "R K. K ().
Stad przy ustalony A > 0 dla prawie kazdego  mamy K;(Ar) = A™" K (). Zbior
D{(z,A) € R" x (0,00) : K;(Ar) # A™"Kj(z)} jest zbiorem miary zero w R™ x
(0,00). Wynika to z twierdzenia Fubiniego. Stad istnieje p > 0, ze sfera S, = {z :
|z| = p} ma wlasnos¢ taka, ze dla prawie kazdego x € S, mamy {z} x (0,00) N D
ma miare zero na (0,00). Zatem istnieje zbiér A C S, miary pelnej na sferze S,
ze {x} x (0,00) N D ma miare zero dla kazdego x € A. Wowczas

2\ (e pz
(4.18) Ry(x) = () i(f) i prea
0 w przeciwnym wypadku.

jest szukang funkcja. O

4.19. Lemat.
| wldet) < il

Ponadto jesli K;.(z) = Kj(x)x|x|>£(x), to A. = R;K. — K;. € L(R") i 3C,, ze
Ve > 0:
1Az < Coll2lg-
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Dowo6d. Z jednorodnosci f(j mamny
(4.20)
1

K;(u)|do(u) = / K;(z)| dz
J Vet = s e
1 ~
1<|z|<2 1<z <2

log 2
We wzorze (4.16) niech v = 1/2, |z| > 1. Wowczas biorac granice przy € — 0
mamy

<

log 2

N Qll
(4.21) |K;(z) — RyK,ja(x)] < il

— ‘x’nJrl :

Stad ograniczono$¢ pierwszej calki przez C||Q2]], Oszacujmy druga catke:
[ RsE@lds < IR K el < Oyl < 10,
1<|z|<2

Przejdzmy do dowodu drugiej czesci lematu. Zauwazmy, ze A (x) = e "Aq(z/¢).
Zatem wystarczy pokaza¢ [|Aq]]; < oo.

180l = [ IR (o) = Ko o) do
(4.22) < R K (x)|dx
< [ I [

1<|z|<2

()| de + / 1Ay (2)|dz

|z|>2
- [1 + [2 -+ Ig.

Mamy I; < C||R;jKill, < Cl|Kq|ly < ||19]]4- Dalej Iy < C||92|,. Aby oszacowaé I
stosujemy (4.16) dostajac |Ai(z)| < C||Q1]z]™ !, co daje I3 < [|Q,, O

4.23. Twierdzenie. Niech Q@ € LY(S"™ ') dla pewnego ¢ > 1, [Qdo =0, Q(z) =
Q(—z). Wowezas operator (4.1) jest ograniczony na LP dla 1 < p < oo.
Dowoéd. Dla f € C®(R") mamy
Tf(x)= ll_r)l[l)KE x f(z).
Dalej K. f(z) = — > R;(R;K.) = f. Mamy (R;K.) * f = Kj.* f+ A f. Stosujac

fakt, ze K jest jadrem nieparzystym, wiec z wniosku 4.12 mamy

1K e # fllow < C/Sn1 K (w)lda(w)l| fl, < CI2A L/
Ponadto,

1A fllp < Cll Aclly - 1 £l < Coll2l.flp-

Powyzsze dwie nieréwnosci daja [|[K.f|l, < C|Q4llf|l,- Stosujac lemat Fatou
mamy T[], < ClQ[[fll, O



5. TEORIA CALDERONA-ZYGMUNDA

5.1. Podstawy teorii Calderéna-Zygmunda.

5.1. Twierdzenie (Caldron-Zygmund). Niech K € 8'(R"), K pokrywa si¢ z funk-
cjq lokalnie catkowalng K(x) na R™\ {0}, spetnia

(5.2) K()] < A,

(5.3) / |K(z —y) — K(z)|de < B
|z[>2]y]

Wowczas

(5.4) 1f* Kll, < Cpll fllps 1 <p<oo,

(5.5) {a: |f* K(z)] > A} < CAY| f[h

Warunek (5.3) nosi nazwe warunku Hérmandera.
Zadanie 5.1. Jedli |[VK (z)| < Clz|™ 7, dla x # 0 to spelniony jest warunek
Hoérmandera.

Dowod. 7 (5.2) wynika ||f * K|l2 < Al f]l2. Wystarczy udowodni¢ staby typ

(1,1) a potem zastosowaé twierdzenie interpolacyjne Marcinkiewicza i otrzymac
ograniczonos¢ dla 1 < p < 2. Dla p > 2 przechodzimy przez dualno$é, bo jadro
operatora K* to K(—z). Mozemy zaklada¢, ze K jest funkcja rzeczywista.

Niech f € S. Niech @); bedzie rozkladem Calderéna-Zygmunda na poziomie
A > 0. Mamy

(5.6)
o |f « K@) > M < [J2@5] + Ho ¢ 20 1 I + K(2)] > A}
SCONfIh+ He ¢ (20 g+ K(x)| > A2} + {a ¢ |20« b+ K(2)] > A/2}|

O

Mamy [lgl3 < A ]l Zatem

[z & (J20; : 19 x K(x)] = A/2}] < CA2lgll; < CA7Y|| £

PrzejdZzmy do funkcji b.
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bx K(x \<Z|/ (@ y) dy]
5.7 =Y /Q () (K(x—y) ~K(x—c,))dy
<3 [ Iy - Koy

Calkujac wzgledem x ¢ (J2Q); i stosujac twierdzenie Fubiniego mamy

[ s K@iz <CE |
#U20Q;

co po zastosowaniu nieréwnosci Czebyszewa koriczy dowdd twierdzenia.
Wréémy do jader jednorodnych K(x) = \wI") Co musimy zalozy¢ o 2 aby miec¢

zagwarantowany warunek Hormandera? Niech

Woo (1) = supq{|Q(u1) — Q(uz)| & |ug —ua| <t, uy,ug € S"_l}.

Moéwimy, ze ) spetnia warunek Diniego, gdy

1
/ wOO(t)dt < 00.
0 t

5.8. Lemat. Jesli Q) spetnia warunek Diniego, to K(x) = spetnia warunek

Hormandera.

Dowo6d. Warunek Diniego implikuje, ze €2 jest funkcja ograniczona.
Q(z —y)) — Q2 1 1
9 =) =06 o,

|z —y]

Druga funkcja, z ograniczonosci €2 i z twierdzenia o wartosci Sredniej jest ogra-
niczona na zbiorze |x| > 2|y| przez C‘ﬂ'%, zatem calkowalna po tym zbiorze.

(5.9)  [K(z—y) - K(z)| <

=yl Jafrl

Ponadto na zbiorze |z| > 2|y| mamy
Zadanie 5.2.

@ —y) — 7 <c,'§‘|
Zatem
[z —y)) =], - wso(Alyl/l2]) |
(5.10) /x'>2'y v =yl /|x>2y| |x|/2)

=2|5"" 1|/ dt<C
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5.11. Wniosek. Jesli ) ma catke zero i spetnia warunek Diniego, to operator
Qy
Tf(z)=p.v / ’;‘n)f(ﬂf —y)dy

jest stabego typu (1,1). Ograniczono$é na LP, 1 < p < oo wynika takze z metody
rotacyjs.

Interesuje nas teraz pytanie przy jakich zalozeniach na jadro K jego transformata
Fouriera jest funkcja ograniczona? Odpowiedzig jest ponizszy lemat.

5.12. Lemat. Niech K € L (R"\ {0}) bedzie taki, ze

loc

(5.13) ’ / K(:c)d:c( <A dia kazdych 0 < a < b,
a<|z|<b
(5.14) / |K(x)|de < C  dla kazdego a > 0,
a<|z|<2a
(5.15) / |K(z —y) — K(x)|de < C  dla kazdego y.
|z[>2y|

Niech K. p(x) = K(T)X{c<|z|<r}- Wowczas
K.r (&) <D.
Stata D zalezy jedynie od n, stalych A, B,C' a nie jest zalezna o d €, R.

Dowoéd. Zauwazmy, ze (5.14) jest rownowazny

(5.16) /|< 2||K (2)| < Bla

Istotnie

/ 2| K () |de << Z/ 27| K (2)|dz < 2Ba.
|z|<a =0 2-

i—la<|z|<279a

Odwrotnie

/ |K (z)|dx < / |K(z)||z|a™* < B'aa™ < B'.
a<|z|<2a

|z|<2a

Ustalmy €. Jesli e < [£]7! < R, to

KE,RA(€> :/ K(I)emeédJ}—l-/ K(l,)ef%ri:v{dl,
e<lzl <l |- 1<|z|<R

= 11(§) + I(§).
Jesli [£]7 < g, to rozwazamy tylko . Jesli [£]7! > R, to tylko I;. Mamy

L = / K(z)dx +/ K(z)(e*™¢ — 1)dx
e<|z|<|¢]7! e<|z|<|g|~!

(5.17)
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Stosujac zalozenia lematu i twierdzenie o wartosci Sredniej mamy

|| < A+ Cl¢| |K(z)||z]de < A+ CB'.
e<|z|<|¢]7t
Dla szacowania I niech z = %W

I = / K(x — z)e @2y
€]~ I<|z—z|<R

(5.18)
- _/ K(x — z)ef%mgdx
€l 1<|z—2|<R

Stad

21, = / K(z)e ™ dy — / K(z — 2)e” ™ dy.
€]~ <[e|<R |€[~1<|z—z|<R

Co daje

21| g/ |K () —K(fv—Z)Idl‘+/ K ()] d
|§‘_1<|ZE|<R+%‘§|_1 R<|$|<R+%‘£|_1

+/ ]K(a:)\der/ |K (z)|dx
R—1[¢|~1<|z|<R+4[¢| 1 eI <z|<21g 1

Powyzsza nier6wnos¢ wynika z analizy obszaréw caltkowania i sprawdzenie jej po-
prawnodci zostawiamy jako ¢wiczenie. Stosujac zalozenia mamy

21| < D'

(5.19)

O

5.20. Wniosek. Zatomy, ze K spetnia zatozenia powyzszego lematu. Wowczas

|f * Ke,RHp < Cp”f“pa I <p<oq,

o2 1f = Ke(@)] > X} < 271

State C), zalezq od wymiaru © statych w warunkach lematu, nie zalezq od € @ R.

Dowo6d. Wystarczy sprawdzié, ze
/ Kep(@ —y) — Keg(o)lde < C
|z|>2y|

niezaleznie od ¢, R. Co jest kolejnym zadaniem. 0O

Naturalnym jest pytanie, kiedy lim. ,or—e f * K. g(z) dobrze zdefiniowane.
Mamy

5.21. Lemat. Dane jest jodro spetniajgce warunek (5.14). Wowczas

lim K(x)f(x)dx

e—0 \x|>s
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wyznacza dystrybucje temperwang wtedy 1 tylko wtedy, gdy

lim K(x)dx

e=0 e<|z|<1

1stniege.

Dowod. Zauwazmy, ze 2] >1 f(x)K(x)dz istnieje. Istotnie dla f € S mamy

/| @K@ < waHooZ / (0)]dz < 2Bz f .

k<\$|<2k+1
Dlatego
lim K(x)f(x)dx

€0 e<|z|<1
musi istnie¢ dla dobrego zdefiniowania dystrybucji. Biorgc za f € S funkcje rowng 1
na kuli jednostkowej mamy, ze jesli catka zadaje dystrybucje, to warunek wyrazony
w lemacie zachodzi.
Odwrotnie, zatézmy, ze warunek wyrazony w lemacie zachodzi i granica réwna
sie L. Wowczas

(5.22)
lim f(@)K(x) dw = lim [(f(x) — [(0)K(z) + f(:v)K(ﬂf)] dx

e<|z|<1 e<|z|<1

= Lf(0) + lim (f(x) = f(0)) K (x)dz

£20 Jecla|<1

Zauwazmy, ze ostatnia granica istnieje bo | f(z)— f(0)| < C|z| i mozemy zastosowac
warunek rownowazny (5.14). O

5.23. Wniosek. Zatizimy, ze K spetnia warunki lematu 5.12 1 5.21. Wowczas ope-
rator zadany wzorem

Tiw) =l [ K)oy

jest ograniczony na LP, 1 < p < oo, i stabego typu (1,1).

5.2. Lemat Cotlara. Ponizszy lemat pozwala udowodni¢ ograniczono$é¢ na L2
pewnych operatorow bez uzycia transformaty Fouriera.

5.24. Twierdzenie (Lemat Cotlara). Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta a {T}};
rodzing operatorow lintowych ograniczonych takq, ze istnieje stata C' > 0, ze dla
kazdego © mamy

S <e, Y |mTn)<c.
J j
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Wowczas dla kazdego m,n mamy

1 Tl <c,
j=n

to znaczy skorczone sumy operatoréw majg normy wspolnie ograniczone przez statq

C.
Dow6d. Niech S =" T, Wowczas [|S||* = [|(SS*)*||'/k. Ale

(SS) = Y TILTLT..T.

Jatjot izt j2k71T;;k'
J15J25-502k
Mamy
115 T3, 15,15, T Ty | S N3 T T3 T3, M T T, M
|15 T T35, T T || < W VT3 Ty 1T, Ty 1125 Ty T, -

Biorac srednia geometryczng mamy
15 T, T Ty T T U< T PN T T 2N T 2 T T 121N T N
J1 J27IJ3

Jitgotiztjytize—1t jop J17 g2 Jok—17" jog J2k

< CITL TN T M2 T, T 12

J17 92
Sumujac kolejno po j; nastepnie po jo itd mamy

||(SS*)k|] < C’Qk(m —n+1).
Zatem

IS]| < C(m —n+ 1),
Obliczajac granice lewej strony przy k£ — oo mamy wymagana nierowno$¢. 0O

Zadanie. 5.3. Wykaz, ze lemat Cotlara pocigga zbieznos¢ szeregu

n
li T;
n—)—txlfnm%ooz v
J=m
dla kazdego x € H.
Wskazowka: Rozwaz skoniczone sumy operatoréow postaci > e;7;, gdzie €; =
0,1,—1.

5.3. Operatory Calder6na-Zygmunda. Ponizsze twierdzenie stanowi uogolnie-
nie twierdzenia w przypadku, gdy operator T jest operatorem splotowym i ma
identyczny dowdod.

5.25. Twierdzenie. Niech T bedzie ograniczonym operatorem na L*(R™). Zatdzmy,
zZe istnieje funkcja K(x,y) okreslona na R™ x R™"\ A, gdzie A = {(x,z) : v € R"},
taka ze dla f € L? o nosniku zwartym zachodzi

(5.26) Tfz) = / K(e.y)f()dy  dla = ¢ supp .
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Zatozmy dodatkowo, ze

(5.27) / K (2,y) — K@, 2)|dr < C,
|z —y|>2|y—2|

(5.28) / K (2,y) — K(w,y)|dy < C.
j—y|>2lz—w|

Wowezas T jest stabego typu (1.1) i ograniczony na LP dla 1 < p < oo. Stale
ograniczajgce normy operatora T zalezg od wymiaru, p @ statej C' w powyzszych
niercwnosciach.

Do dowodu stabego typu wykorzystuje sie nierownosé (5.27). Nieréwnosé (5.28)
potrzebna jest dla ograniczonosci na LP dla p > 2.

Definicja. K jest standardowym jadrem, gdy dla pewnych statych C;6 > 0
mamy

5.29 K <
(5.29) | (w,y)l_‘x_y‘n,
5
y—z
(5.30) K (,y) - K(,2)] < cﬁ dla |z —y| > 2y — |,
6
y—z
(5.31) |K(z,y) — K(w, z)| < C’W dla |z —y| > 2|z — w|,

Zadanie 5.4. Wykaz, ze jadro standardowe spelnia warunki (5.27) 1 (5.28).

Definicja. Operator T jest nazywany (uogdlnionym) operatorem Calderéna-
Zygmunda, gdy T jest ograniczony na L? i istnieje standardowe jadro K (z,y), ze
dla f o no$niku zwartym zachodzi

Tf(z) = / K(e,9)f(y)dy dia @ ¢ supp f.

Uwaga: Operator Calderéna-Zygmunda nie musi by¢ postaci
(5.32) Tf(x) = lim K (@) f(y) dy.
e—0 \a:—y|>€

Przyktad operatora Calderéna-Zygmunda nie bedacego postaci (5.32) zostanie omo-
wiony w dalszej czesci wyktadu.

Definicja. Jesli operator Calderona-Zygmunad 7' zadany jest (5.32), to méwimy,
ze T jest operatorem Calderéna-Zygmunda zadanym calka singulrng (principal
value integral).

Zadanie 5.5. Na to, aby granica

lim K(z,y)f(y)dy

e—0 |z—y|>e
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istniata prawie wszedzie dla kazdej funkcji f € C2° potrzeba i wystarcza, aby
granica

lim K(z,y)dy

e—0 1>|z—y|>e

istniata prawie wszedzie.

Zadanie 5.6. Udowodnij, ze jesli dwa operatory Calderéna-Zygmunda maja te
same jadra, to ich réznica jest operatorem mnozenia przez funkcje ograniczong.
Wskazowka. Rozwaz funkcje ga(x) = T'xa(x), gdzie A jest zbiorem zwartym.

Bedziemy sie zajmowaé teraz operatorem Calderéna-Zygmunda zadanym przez
catke singularna.
Oznaczmy

Tfw) = [ Koy
|z—y|>e
Interesuje nas czy
lim T..f () = Tf (x)

prawie wszedzie? Pozytywna odpowiedZ na to pytanie uzyskamy dowodzac

5.33. Twierdzenie. Niech T bedzie operatorem Calderéna-Zygmunda zadanym calkg
singularng. Oznaczmy

T" f(x) = sup [T f(z)|.

e>0

Wowczas T* jest stabego typu (1,1) i ograniczony na LP dla 1 < p < co.

5.34. Lemat (Nierowno$¢ Kolmogorowa). Jesli S jest stabego typu (1,1), to dla
kazdego 0 < v < 1 istnieje stata C > 0, Ze dla kazdego zbioru E miary skorniczonej
mamy

[ Ist@paz < el
Dowédd.
/ |Sf(x)|"dx = I//OO Nz e E: |Sf(x)| > AHdA
E 0

<v / XU min(|E], CA £ ) dA
(5.35) 0

Clflla /12|
_ ,,/ N EldA + ,,/ 2| £l dA
0 Clfll /12|

< CIEI"" |17
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5.36. Lemat (Nierownos¢ Cotlara). Jesli T jest operatorem Calderdna-Zygmunda
zadanym caoltkq singularna, to dla kazdego 0 < v < 1 istnieje stata C > 0, Ze dla
f e C® mamy

T f(w) < Cy (MUTSP) (@) + M (@),

Dowo6d. Udowodnimy, ze
T.£(0) < C(MTS")(0) + M f(0))

Ustalmy ¢ > 0. Niech @ = B(0,¢/2), 2Q = B(0,¢), fi = fx20, fo = [ — f1-
Woéwczas,

T fo(x) = ) K(0,9)f(y) dy = T f(0).
Jesli z € Q, to

|Tf2(0) = Tfo(2)| < ‘/||> (K(z,y) — K(0,y))f(y)dy
5 |f(y)]

Clz d

< Clz| / y

yl>e |y‘n+§
(5.37) < 0552/ ‘f(yj(ld
0 v 2Fe<|y|<2k+1e ‘y’n

1
5 /| L

< 055(2’“5)’5

< CMf(0).
Stad dla z € Q mamy
T-f(0)] = [T f2(0)] < [T'f2(0) = T fa(2)| + [T fa(2)]
S COMF0) + [T fi(2)] + [Tf(2)]

Jesli T, f(0) = 0, to nie ma czego dowodzi¢. Jesli T.f(0) # 0, to niech 0 < A <
T-£(0)| i

(5.38)

O1={2€Q:|Tf(2)| > \/3},
Q2={2€Q:[Tfi(2)] > \/3},

o if CMf(0) < \/3,
(5.39) Qs = {Q if CMf(0)> /3.

Wowezas Q = Q1 U Q2 U @3, a wiee |Q] < |@Q1] + |Qz2| + |Q3]|. Ale z nieréwnosci
Czebyszewa mamy

@ <37 [ [T4(2)1ds < 33 QIMTA)0)
Q
Dalej ze stabego typu (1.1) dla 7' dostajemy
Q2| < 3CA7M| fulls = 3CA‘1/ |f(2)|dz < 3CAYQ|M f(0).
2Q
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Dalej, jesli Q3 = @, to 3CMf(0) > X Jesli Q3 = 0, to |Q] < |Q1] + |Q2] <
3CAHQ|(M f(0) + M(Tf)(0)). Zatem w kazdym przypadku

A< 3C(Mf(0)+ M(Tf)(0)).
Nieréwnosé ta zachodzi dla kazdego A < |T.f(0)|, zatem
T2 f(0)] < 3C(Mf(0) + M(T [f)(0)).

Zatem mamy udowodniona nieré6wnos¢ dla v = 1.
Jesli 0 < v <1, to

[T fO)) < CMf(0)” + CITf1(2)]" + [T f(2)]".
Biorac srednia po ¢ mamy
C

[Tef(0)]" < CMf(0)” + CM(|Tf17)(0) + 0l

/ T f1(2)|"dz.
Q
Stosujac nieréwnosé Kolmogorowa dostajemy
1 / /v 1 - v C
= [ ITAEPdE) T < C(SRIIAN) T = Sl Al < CMFO).
<|Q| Q Q| ' Q|
Ostatnie trzy nieréwnosci daja teze. O

Dowod. Dowdd twierdzenia 5.33 dla f € C2°. Ograniczono$¢ na LP dla 1 <
p < oo wynika z nieréwnoéci Cotlara dla v = 1 i ograniczonosci T'. PrzejdZzmy do
dowodu stabego typu (1.1). Z nieré6wnosci Cotlara may

{z T f(2)] > A} < Ha = [Mf()] > MO+ - (M(ITF1")(2))V" > A2}

Szacowanie pierwszego sktadnika jest oczywiste ze stabego typu dla M. Oznaczmy
E = {{z: (M(|Tf1")(x)] > 4" (\/2C)"}.

Zadanie 5.7. Wowczas drugi sktadnik jest szacowany prze |E]|.

Zadanie 5.8. Jesli f € C'2°, to miara 2"|E| jest skorniczona zatem

C
Bl < [ 1Trw)ldy
E

bo w diadycznej funkcji maksymalnej wystarczy bra¢ catke po E zamiast po R".
Stosujac nieréwnosé Kolmogorowa, mamy
[E| < CAVIEIfI
Co daje |E| < CX7Y|f|l,. O

Dokoriczenie dowodu turerdzenia 5.33 Pozbedziemy sie teraz zalozenia o przy-
naleznosci f do C¢°.

Udowodnimy staby typ dla f € L'. Niech f € L', ||f||; = 1 i niech f,, € O
dead takie: ze ||f - fn”l S 27”717 fO = 0.

5.40. Lemat. |T*f,(z) — T* f(2)| < T*(fu — f)(@)]-
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Dowo6d. Ustalmy § > 0. Istnieje €1,e0 > 0, ze T*f,(z) < |T., fu(z)| + 9,
T* fr(z) < T, frn(x)] + 6 Mozemy przyjac, ze T* fp(x) > T* f,.(z). Wowczas

‘T*fn(x) - T*fm(m)‘ = T*fn(x) - T*fm(x) < ‘Tmfn(x)’ - ‘Tmfm(x)l +9

< Tz, ful@) = T2, (@) + 0 ST (fo = frm) (2) + 0.
O

5.41. Lemat. T*f,(x) zbiega prawie wszedzie przy n — oo.

Dowdd. .
T fulz) = 3 gi(a),
k=1

gdzie
ge(w) = T fr(x) = T fr—1().

> 1ga(2)]

n

Udowodnimy, ze szereg

jest zbiezny dla prawie wszystkich x. Ustalmy A > 0. Wéwcezas ze stabego typu
(1.1) na funkcjach C'2° i lematu 5.40 mamy

{a : lgm(@)] > Am™2} < {z [T (fin = fm1) (@) > Am7?}| < Cm?A7I27™,
Daje to

(ex i gn(@)] > A} < | UL+ lgm(@)] > cAm ™2} < €A™

Stad mamy zbiezno$¢ szeregu prawie wszedzie. O
Niech F(z) = limy, oo T* ().

5.42. Lemat. T*f,(z) zbiega do F(x) wedtug miary.

Dowo6d. Mamy

[+ 1F(2) = T fal@)] > 8} < [{D lgnsn(a)] > 6]

{ ¢ |gnsi(@)] > cok™7}

(G

|

1

(o lgurn(@)] > k)

(5.43)

A
e 7

e
Il

1
Z C5 k2 k
k=1

przy n — oo. O
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Oznaczmy L* f(x) = lim,, T* f,,(x) = F(z).
5.44. Lemat. L*f(z) spetnia szacowania stabego typu (1.1)

Dowod.
{z: L°f(z) > A} < Ha: [F(z) = T" fa(@)] > A2} + {a - T fu(z) > A/2}]
< Ho o |F(a) = T fulz)| > A/2} + 20| fll:2A7"
Zauwazmy, ze na mocy lematu, pierwszy sktadnik ostatniej sumy dazy do 0 przy
n—oo O

Przypomnijmy, ze T* f(x) = sup, |T. f(z)|. Udowodnimy, ze
T f(z) < L' f(x)
Istotnie jesli 7% f(x) > A, to istnieje ¢, ze |T. f(x)| > A. Czyli
[ K]
lz—y|>e
Daje, to
[ K i) > A
|lz—y|>e

dla n dostatecznie duzych, czyli L*f(z) > .
5.45. Wniosek. T* jest stabego typu (1,1).
5.46. Wniosek. L* =T*.

Dowo6d. Operator |L* — T* jest stabego typu (1.1) i na zbiorze C2°, ktory jest
gesty w L' jest rowny zero.
Zadanie 5.9. Dokoniczenie dowodu jest zadaniem. 0O

Zadanie 5.10. Pokaza¢, n.p. sledzac dowod stabego typu (1,1), ze T* jest moc-
nego typu (p,p).



6. TWIERDZENIE MNOZNIKOWE HORMANDERA

6.1. Wstepne szacowania. Mowimy, ze funkcja g nalezy do przestrzeni Sobolewa
H,(R"), gdy

\M@=/WM%+MW%<M

Oznaczmy przez J = {x e R:1/2 < |z| < 2}.

6.1. Lemat. Zatézmy, ze mg € Hyjoq., suppm C J. Wowczas istnieje 6 > 0,
C >0, ze

/wmmm+mwmz6Wmmmﬂ

Dowo6d. Oczywiscie m € C(R) jako transformata Fouriera dystrybucji o no-
$niku zwartym. Stosujac nier6wno$¢ Holdera mamy

(62)
/|mo(:r)l(1+Irrrl)&=/Imo(x)l(1+|q:|)1/2+6(1+|g;|)—1/2—6+<S
< ([ o)1+ fal)22dz) ([ (14 1al) 1)

= C||m0||H1/2+5'

1/2

O

Zadanie 6.1. Udowodnij, ze jesli g € H, s > n/2, to g jest funkcja ciagla.
6.3. Lemat. Przy zatozeniach poprzedniego lematu pochodna funkcji mg spetnia
[ i+ el oo < Cmoli,...

Dowo6d. Zauwazmy, ze

mg(x) = C’/&m(g)e—%mﬁdg — C/(f%(ﬁ)m(é“))e_z“‘”ﬁdg,

gdzie 1y € C°, ¢ =1 na J.
Niech ¥(§) = €¢o(€). Zatem my(z) = ¢ * mo(x). Latwo sprawdzi¢ teraz, ze

[ 19+ sala) 1 + ol de < ol ...
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6.4. Lemat. Przy zatozeniach poprzednich lematow istnieje statg C' > 0, Ze

/ io( + ) — o) dz < Clyllmoll s ..

Dowo6d. Niech ¢ =sgny

[yl
/\mo(ﬁy)—mo(x)!d:c:/] mh(x + ct)dt|dx
0

(6.5) [yl
/ /|m0x+tldajdt

< C‘y|Hm0HH1/2+s7

gdzie w ostatniej nieréwnosci zastosowaliSmy poprzedni lemat. O

6.2. Twierdzenie mnoznikowe Hormandera.

6.6. Twierdzenie. Niech m bedzie funkcjg ograniczong na R™ takg, istnieje € > 0
ze dla kazdej funkcji o € CX(J), J ={x :1/2 < |z| < 2} istnieje i C i dla kazdego
t >0 mamy

le(€)m(tE)| a2y < C.

Wowezas T, f(x) = F‘l(f(g)m(f))(x) jest operatorem ograniczonym na LP, 1 <
p < 00, i stabego typu (1.1).

Dowod. 4Przeprowadzimy w przypadku n = 1. Niech ¢ € C>(J), bedzie taka,
ze Y p(226) = 1.dla § # 0. Oznaczmy m;(§) = m(§)p(2°€), n;(§) = m;(277€).

Wowezas na mocy lematow istnieje stata C' niezalezna od j, ze

/|J—" 0, (€)(@)|(1 + [2])dar < C,
17 ) = Fina)ldz < Clal.

= Zf*m‘(f)

gdzie n;(z) = F~'m;(x). Ponadto n;(x) = 279(;(277z), gdzie (;(z) = F 'n;(x).
Zauwazmy, ze T}, jest ograniczony na L2 Wystarczy wiec udowodnié, stosujac
powyzsze nierOwnosci, ze
=Y 2727
J

Mamy

spetnia

/ |K(x)|dx < A,
a<l|z|<2a

/|| ) ||K(x+y)—K(x)|da:§B.
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Aby udowodnié¢ pierwszg nieréwnosé rozbijamy sume na dwie: ijloga i Zj<loga'
Do pierwszej stosujemy fakt, ze catkujemy po zbiorze o mierze poréwnywalnej z a
funkcje, ktore sa ograniczone prze 277. Do drugiej sumy stosujemy fakt, ze funkcje
catkuja pewna wage.

Aby udOWf)dIllé c‘alkowy Warune‘k Héld.era rOZbIJaI.II}‘f sume na: nglog iy i Zj_>log -
Do pierwszej stosujemy catkowanie wagi a do drugiej udowodniony wczesniej wa-
runek Holdera dla funkcji ¢;. Szczegoly sg ¢wiczeniem dla czytelnika. 0O



