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1. Transformacja Fouriera w Rn

1.1. Transformata Fouriera. Dla funkcji f ∈ L1(Rn) de�niujemy jej transfor-
macje Fouriera wzorem

(1.1) f̂(ξ) = F(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−2πix·ξ dx.

Mamy nast¦puj¡ce proste do udowodnienia wzory:

(1.2) (αf + βg)̂ = αf̂ + βĝ,

(1.3) ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖L1 i f̂ jest funkcj¡ ci¡gª¡,

(1.4) lim
ξ→∞

f̂(ξ) = 0, Riemann-Lebesgue,

(1.5) (f ∗ g)̂ = f̂ ĝ, gdzie f ∗ g(x) =

∫
f(x− y)g(y) dy,

(1.6) (τhf )̂ (ξ) = f̂(ξ)e2πih·ξ, (fe2πih·x)̂ (ξ) = f̂(ξ − h), gdzie τhf(x) = f(x+ h),

(1.7) [f(A · )]̂ (ξ) = f̂(Aξ), dla odwzorowania ortogonalnego A ∈ O(n),

(1.8) je±li g(x) = λ−nf(λ−1x), to ĝ(ξ) = f̂(λξ), λ > 0,

(1.9)
( ∂

∂xj
f
)̂

(ξ) = 2πiξj f̂(ξ),

przy zaªo»eniu, f , ∂jf ∈ L1

(1.10) (−2πixjf )̂ (ξ) = ∂j f̂(ξ).

przy zaªo»eniu, f, xjf ∈ L1.

1.2. Klasa Schwartza i dystrybucje temperowane. Klas¦ Schwartza S(Rn)
tworz¡ funkcje f klasy C∞ na Rn speªniaj¡ce

(1.11) sup
x∈Rn
|xαDβf(x)| = pα,β(f) <∞.

Wielko±ci pα,β nazywamy póªnormami.
Zadanie 1.1. Klasa Schwartza jest przestrzeni¡ Frécheta (metryzowan¡ i zu-

peªna).
Ci¡g funkcji fm zbiega do f w S(Rn) wtedy i tylko wtedy, gdy pα,β(fm− f)→ 0

dla wszystkich wielowska¹ników α, β ∈ Nn.
Zadanie 1.2. Klasa Schwartza jest przestrzeni¡ g¦st¡ w Lp(Rn) dla 1 ≤ p <∞.

De�nicja. Dystrybucj¡ temperown¡ nazywamy ka»dy funkcjonaª liniowy ci¡gªy
na S(Rn). Przestrze« liniow¡ dystrybucji temperowanych oznaczamy przez S ′(Rn).
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Ci¡g dystrybucji Tn ∈ S ′ zbiega do dystrybucji T w S ′, gdy 〈Tn, f〉 → 〈T, f〉 dla
ka»dego f ∈ S.

Zadanie 1.3. Je±li f(x) = e−π|x|
2
, to f̂(ξ) = e−π|ξ|

2
.

Wskazówka: Udowodnij, »e dla n = 1 funkcje f i f̂ speªniaj¡ to samo równanie
ró»niczkowe zwyczajne

u′ + 2πxu = 0, u(0) = 1.

1.12. Twierdzenie. Transformata Fouriera odwzorowuje w sposób ci¡gªy F : S →
S wzajemnie jednoznacznie i "na". Ponadto

(1.13)

∫
fĝ =

∫
f̂ g

(1.14) f(x) =

∫
Rn
f̂(ξ)e2πix·ξ dξ

Dowód . Mamy ξαDβ f̂(ξ) = C(Dαxβf )̂ (ξ). Zatem

|ξαDβ f̂(ξ)| ≤ C‖(Dαxβf)‖L1 ≤
∑

|α′|,|β′|<M

pα′,β′(f),

co implikuje ci¡gªo±¢. Wzór (1.13) wynika z twierdzenia Fubiniego. Dalej∫
f(x)ĝ(λx) dx =

∫
f̂(x)λ−ng(λ−1x) dx.

czyli ∫
f(x)λnĝ(λx) dx =

∫
f̂(x)g(λ−1x) dx.

Podstawiaj¡c g(x) = exp−π|x|
2
i przechodz¡c z λ→∞ mamy

f(0)

∫
e−π|x|

2

dx =

∫
f̂(x) dx czyli f(0) =

∫
f̂ .

Stosuj¡c (1.6) dostajemy

f(x) = (τxf)(0) =

∫
(τxf )̂ (ξ) dξ =

∫
f̂(ξ)e2πix·ξ dξ.

tu
Kªad¡c f̃(x) = f(−x) mamy F(F(f)) = f̃ . Co implikuje F4f = f .
De�nicja. Transformat¡ Fouriera dystrybucji temperowanej T ∈ S ′ nazywamy

dystrybucje temperowan¡ T̂ zadan¡ wzorem

〈T̂ , f〉 = 〈T, f̂〉.
Podobnie de�niujemy

〈T̃ , f〉 = 〈T, f̃〉.
Zadanie 1.4. Transformata Fouriera jest odwzorowaniem ci¡gª¡ bijekcj¡ S ′ na S ′.
Ponadto ((T̂ )̃ )̂ = T .
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Poniewa» ka»da funkcja f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, jest dystrybucj¡ temperowan¡,

〈f, ϕ〉 =

∫
fg,

trnsformata Fouriera takiej funkcji ma sens dystrybucyjny. W przypadku funkcji
f ∈ L1 de�niuj¡c 〈T, ϕ〉 =

∫
fϕ mamy

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉 =

∫
fϕ̂ =

∫
f̂ϕ

tak wi¦c dystrybucyjna transformata Fouriera funkcji z L1 pokrywa si¦ z klasyczn¡.
Dalej ka»da funkcja f ∈ Lp jest lokalnie w L1 oraz fR = fχB(0,R) → f w S ′ gdy

R→∞. Zatem
f̂ = lim

R→∞
F(fR)

1.3. Transformacja Fouriera na Lp, 1 ≤ p ≤ 2.

1.15.Twierdzenie. Transformacja Fouriera F jest izometria z L2 na L2. Ponadto,

f̂(ξ) = lim
R→∞

∫
|x|<R

f(x)e−2πix·ξ dx zbie»no±¢ w L2

f(x) = lim
R→∞

∫
|ξ|<R

f̂(ξ)e2πix·ξ dξ zbie»no±¢ w L2.

Dowód . Dla f, h ∈ S niech g = ĥ, czyli ĝ = h. Mamy∫
fh =

∫
fĝ =

∫
f̂ g =

∫
f̂ ĥ

co daje »e F jest izometri¡ na L2 ∩ S. Dalej jest tak»e L2-izometri¡ na L1 ∩ L2.

Wyliczenie dystrybucyjnej transformaty Fouriera f̂ dla f ∈ L2 mo»na teraz zrobi¢
poprzez g¦sto±¢. Istotnie fR = fχB(0,R) → f w L2, wi¦c tak»e zbie»no±¢ w S ′. Zatem
f̂R → f̂ w S ′. Ponadto z izometrii f̂R tworz¡ ci¡g Chauchy'ego w L2 zbie»ny do

funkcji F ∈ L2. Oczywi±cie f̂ (w sensie dystrybucyjnym) = F i ‖F‖L2 = ‖f‖L2 .
tu
Je±li f ∈ Lp(Rn), 1 < p < 2, to f = f1 + f2, gdzie f1 ∈ L1, f2 ∈ L2 (np.

f1 = fχ{x:|f(x)|.1}). Wówczas f̂ = f̂1 + f̂2. Czy mo»emy powiedzie¢ co± wi¦cej o f̂?

1.16. Twierdzenie (interpolacyjne Riesza-Thorina). . Niech 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤
∞. Dla 0 < θ < 1 niech

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Je±li T jest operatorem liniowym z Lp0 + Lp1 do Lq0 + Lq1 takim, »e

‖Tf‖q0 ≤M0‖f‖p0 dla f ∈ Lp0 , ‖Tf‖q1 ≤M1‖f‖p1 dla f ∈ Lp1 ,
to

‖Tf‖q ≤M1−θ
0 M θ

1‖f‖p dla f ∈ Lp.
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1.17. Wniosek (Nierówno±¢ Hausdor�a-Younga). Je±li f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ 2, to

‖f̂‖Lp′ ≤ ‖f‖Lp ,
gdzie p+ p′ = pp′.

Dowód . Mamy ‖Ff‖∞ ≤ ‖f‖L1 , ‖Ff‖L2 = ‖f‖L2 . Zatem wymagana nierówno±¢
wynika z twierdzenia interpolacyjnego Riesza-Thorina. tu

1.18.Wniosek (Nierówno±¢ Younga). Je±li f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), to f ∗g ∈ Lr,
gdzie 1

p
+ 1

q
= 1

r
+ 1 i

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Dowód . Zauwa»my, »e ‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖Lp‖g‖L1 i ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ i
stosujemy twierdzenie interpolacyjne dla operatora Tg = f ∗ g. tu
Zadanie 1.5. Niech g(ξ) = e−2π|ξ|, ξ ∈ Rn. Udowodnij, »e

ĝ(x) = Γ((n+ 1)/2)π−(n+1)/2(1 + |x|2)−(n+1)/2 =: Pt(x).

Funkcja Pt(x) nazywa si¦ j¡drem Poissona.
W szczególno±ci dla n = 1:

Pt(x)(e−t|ξ|)̂ (x) =
1

π

t

t2 + x2
.



2. Funkcja maksymalna Hardy'ego Littlewooda

2.1. Jedno±¢ aproksymatywna. Niech ϕ ∈ L1(Rn) b¦dzie taka »e
∫
ϕ = 1.

Oznaczmy
ϕt(x) = t−nϕ(t−1x).

Wówczas ϕ→ δ0 w S ′, przy t→ 0. Istotnie, niech f ∈ S∫
ϕ(x)f(x) dx =

∫
ϕ(x)f(tx) dx→ f(0).

Tak okre±lon¡ rodzin¦ funkcji nazywamy jedno±ci¡ aproksymatywn¡.

2.1. Twierdzenie. Niech ϕt b¦dzie jedno±ci¡ aproksymatywn¡. Wówczas

‖ lim
t→0

f ∗ ϕ− f‖Lp = 0

dla f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞. Je±li f jest jednostajnie ci¡gªa i ograniczona, to zbie»no±¢
jest tak»e w normie L∞.

Dowód .

f ∗ ϕt(x)− f(x)

∫
[f(x− ty)− f(x)]ϕ(y) dy.

Ustalmy ε > 0 i niech δ > 0 b¦dzie takie, »e ‖f(x−h)−f(x)‖Lp(dx) ≤ ε(2‖ϕ‖L1)−1

dla |h| < δ. Je±li t jest dostatecznie maªe mamy∫
|y|>δ/t

|ϕ(y)| dy < ε(4‖f‖Lp)−1.

Stosuj¡c nierówno±¢ Minkowskiego mamy

‖f ∗ ϕt − f‖Lp ≤
∫
|y|≤δ/t

|ϕ(y)|‖τtyf − f‖Lp + 2‖f‖Lp
∫
|y|>δ/t

|ϕ(y)| dy < ε.

Dowód w przypadku funkcji L∞ i funkcji f jednostajnie ci¡gªej i ograniczonej jest
¢wiczeniem. tu

2.2. Sªaby typ i zbie»no±¢ punktowa. Niech (X,µ) i (Y, ν) b¦d¡ przestrzeniami
z miar¡. Niech T b¦dzie operatorem podliniowym z Lp(X) w przestrze« funkcji
mierzalnych na Y , to znaczy,

|T (αf)(y)| = |α||Tf(y)|, |T (f + g)(y)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)|.
De�nicja. Mówimy, »e T jest sªabego typu (p, q), 1 ≤ q <∞, gdy dla pewnego

C ≥ 0 mamy

ν({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(C‖f‖Lp(X)

λ

)q
dla λ > 0.

Mówimy, »e T jest mocnego typu (p, q), gdy T jest ograniczony z Lp(X) do Lq(Y ).
Mówimy, »e T jest sªabego typu (p,∞), gdy T jest ograniczony z Lp(X) do L∞(Y )
czyli mocnego typu.
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2.2. Lemat. Ka»dy operator mocnego typu (p, q) jest sªabego typu (p, q).

Dowód . Niech Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}. Wówczas

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣Tf(y)

λ

∣∣∣qdν(y) ≤ 1

λq
‖Tf‖qLp ≤

(‖T‖p→q‖f‖Lp
λ

)q
.

tu

2.3. Twierdzenie. Niech Tt b¦dzie rodzin¡ operatorów liniowych na Lp(X,µ) o
warto±ciach w funkcjach mierzalnych (X,µ) tak¡, »e operator maksymalny T ∗ zwi¡-
zany z t¡ rodzin¡

T ∗f(x) = sup
t
|Ttf(x)|.

jest sªabego typu (p, q). Wówczas

J = {f ∈ Lp(X) : lim
t→t0

Ttf(x) = f(x) prawie wsz¦dzie}

jest domkni¦ty w Lp(X).

Dowód . Niech fn ∈ J , fn → f w Lp. Dla λ > 0 mamy

µ({x ∈ X : lim sup
t→t0

|Ttf(x)− f(x)| > λ})

≤ µ({x ∈ X : lim sup
t→t0

|Tt(f − fn)(x)− (f − fn)(x)| > λ})

≤ µ({x ∈ X : T ∗(f − fn)(x) > λ/2}) + µ({x ∈ X : |(f − fn)(x)| > λ/2})

≤
(2C‖f − fn‖Lp

λ

)q
+
(

2
‖f − fn‖

λ

)p
→ 0

(2.4)

Zatem zbiór punktów dla których Tnf(x) nie zbiega do f(x) jest miary zero. tu

2.3. Twierdzenie interpolacyjne Marcinkiewicza. Niech (X,µ) b¦dzie prze-
strzeni¡ z miar¡, f : X → C funkcja mierzaln¡. Niech af : (0,∞)→ [0,∞] b¦dzie
zadana wzorem

af (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}).
Zadanie 2.1. Niech ϕ : [0,∞)→ [0,∞) b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ tak¡, »e

ϕ(0) = 0. Wówczas ∫
X

ϕ(|f(x)|) dµ(x) =

∫ ∞
0

ϕ′(λ)af (λ) dλ.

Wskazówka: rozwa» caªk¦ ∫
X

∫ |f(x)|

0

ϕ′(λ) dλdµ(x)

i zamie« kolejno±¢ caªkowania.
Stosuj¡c zadanie do ϕ(λ) = λp mamy

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

λp−1af (λ) dλ.
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2.5. Twierdzenie (interpolacyjne Marcinkiewicza). Niech (X,µ), (Y, ν) b¦d¡ prze-
strzeniami mierzalnymi, 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, T operatorem podliniowym zde�niowa-
nym z Lp0(X)+Lp1(X) do przestrzeni funkcji mierzalnych na Y , który jest sªabego
typu (p0, p0) i (p1, p1). Wówczas T jest mocnego typu (p, p) dla p0 < p < p1.

Dowód . Dla f ∈ Lp i λ > 0 rozkªadamy f = f0 + f1, f0 = fχ{x∈X:|f(x)|>cλ},
f1 = fχ{x∈X:|f(x)|≤cλ}. Wówczas f0 ∈ Lp0 , f1 ∈ Lp1 . Ponadto, |Tf(y)| ≤ |Tf1(y)|+
|Tf2(y)|, co daje

aTf (λ) ≤ aTf0(λ/2) + aTf0(λ/2).

Przypadek 1; p1 =∞. Wówczas bior¡c c = (2A1)−1, gdzie A1 = ‖T‖∞→∞ mamy
aTf1(λ/2) = 0. Ze sªabego typu (p0, p0) dostajemy

aTf0(λ/2) ≤
(2A0

λ
‖f0‖p0

)p0
i w konsekwencji

‖Tf‖pp ≤ p

∫ ∞
0

λp−1−p0(2A0)p0
∫
{x∈X:|f(x)|>cλ}

|f(x)|p0dµ(x)dλ

= p(2A0)p0
∫
X

|f(x)|p0
∫ |f(x)|/c

0

λp−1−p0dλdµ(x)

=
p

p− p0

(2A0)p0(2A1)p−p0‖f‖pp.

(2.6)

Przypadek 2; p1 <∞. Wówczas

aTfi(λ/2) ≤
(2Ai
λ
‖fi‖pi

)pi
, i = 0, 1.

Dalej

‖Tf‖pp ≤ p

∫ ∞
0

λp−1−p0(2A0)p0
∫
{x:|f(x)|>cλ}

|f(x)|p0dµ(x)dλ

+ p

∫ ∞
0

λp−1−p1(2A1)p1
∫
{x:|f(x)|≤cλ}

|f(x)|p1dµ(x)dλ

=
( p2p0

p− p0

Ap00

cp−p0
+

p2p1

p1 − p
Ap11

cp−p1

)
‖f‖pp.

(2.7)

tu

2.4. Funkcja maksymalna Hardy'ego-Littlewooda. Niech Br oznacza kul¦ o
±rodku w 0 i promieniu r, |Br| jej obj¦to±¢.
Funkcja maksymalna Hardy'ego-Littlewwoda funkcji lokalnie caªkowalnej f na

Rn jest zde�niowana wzorem

(2.8) Mf(x) = sup
r>0

1

|Br|

∫
Br

|f(x− y)| dy = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

Funkcja mo»e przyjmowa¢ warto±ci +∞.
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Mo»na tak»e zde�niowa¢ funkcj¦ maksymaln¡ Hardy'ego-Littlewooda wzgl¦dem
kostek. Niech Qr = [−r, r]n oznacza kostk¦ w Rn o ±rodku w 0 i dªugo±ci boku 2r,
jej obj¦to±¢ |Qr| = (2r)n.

(2.9) M ′f(x) = sup
r>0

1

(2r)n

∫
Qr

|f(x− y)| dy.

Zadanie 2.2. istniej¡ staªe cn, Cn > 0 takie, »e

cnM
′f(x) ≤Mf(x) ≤ CnM

′f(x).

Oczywi±cie

(2.10) ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞, ‖M ′f‖∞ ≤ ‖f‖∞.

2.11. Twierdzenie. Funkcja M jest sªabego typu (1, 1) i mocnego typu (p, p) dla
1 < p ≤ ∞.

Wystarczy udowodni¢ sªaby typ (1, 1) i zastosowa¢ (2.10) wraz z twierdzeniem
interpolacyjnym Marcinkiewicza.
Udowodnimy najpierw twierdzenie dla n = 1. Dowód dla n > 1 jest analogiczny.
Zadanie 2.3.Lemat pokryciowy Niech {Iα}α∈Λ b¦dzie rodzin¡ odcinków, K

zbiorem zwartym zawartym w
⋃
α Iα. Wówczas istnieje podrodzina przeliczalna (sko«-

czona) {Ij} taka, »e

K ⊂
⋃
j

Ij,
∑
j

χIj(x) ≤ 2 dla wszystkich x ∈ Rn.

Wskazówka: Je±li trzy odcinki domkni¦te maj¡ punkt wspólny, to jeden z nich
zawiera si¦ w sumie dwu pozostaªych.

D owód . [sªabego typu] Niech Eλ = {x ∈ R:Mf(x) > λ}. Je±li x ∈ Eλ, to istnieje
odcinek Ix o ±rodku w x, »e

1

|Ix|

∫
Ix

|f | > λ.

Niech K zwarty zawarty w Eλ. Wówczas K ⊂
⋃
x∈Eλ Ix. Z lematu pokryciowego

istnieje przeliczalna (sko«czona) podrodzina odcinków Ij, »e

K ⊂
⋃
j

Ij,
∑
j

χIj(x) ≤ 2.

Zatem

|K| ≤
∑
j

|Ij| ≤
∑
j

1

λ

∫
Ij

|f | ≤ 1

λ

∫
R

∑
j

χIj |f | ≤
2

λ
‖f‖1.

Poniewa» |Eλ| = sup{|K| : K ⊂ Eλ, K zwarty} dowód jest zako«czony. tu
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Zadanie 2.4. Zmody�kowa¢ powy»szy dowód na przypadek n-wymiarowy po-
przez udowodnienie nast¦puj¡cego lematu.

2.12. Lemat. Niech Bα, α ∈ Λ b¦dzie rodzin¡ kul w Rn pokrywaj¡cych zbiór zwarty
K. Istnieje przeliczalna (sko«czona) podrodzina rozª¡cznych kul Bj taka, »e

|K| ≤ 5n
∑
j

|Bj|.

Dla funkcji ϕ okreslonej na Rn okre±lmy ϕt(x) = t−nϕ(x/t).

2.13. Twierdzenie. Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ na Rn caªkowal¡, nieujemn¡, radialn¡,
malej¡c¡ na (0,∞). Wówczas

sup
t>0
|f ∗ ϕt(x)| ≤ ‖ϕ‖L1Mf(x).

Dowód . Zaªó»my na pocz¡tek, »e

(2.14) ϕ(x) =
∑
j

ajχBrj (x), aj > 0.

Wówczas

|f ∗ ϕ(x)| ≤
∑
j

aj|Brj |
1

|Brj |
|f | ∗ χBrj ≤

∑
j

aj|Brj |Mf(x) = ‖ϕ‖1Mf(x).

Nast¦pnie je±li ϕ jest funkcj¡ speªniaj¡c¡ zaªo»enia twierdzenia, to mo»na j¡
aproksymowa¢ od góry w L1 funkcjami postaci (2.14). (To jest Zadanie 2.5.). tu

2.15. Wniosek. Je±li |ϕ(x)| ≤ ψ(x), gdzie ψ jest funkcj¡ caªkowaln¡ nieujemna,
radialn¡, malej¡c¡, to funkcja maksymalna

sup
t>0
|f ∗ ϕt(x)|

jest ograniczona na Lp dla 1 < p ≤ ∞ i sªabego typu (1,1).

2.16. Wniosek. Je±li ϕ speªnia zaªo»enia powy»szego wniosku, to

lim
t→0

f ∗ ϕt(x) =
(∫

ϕ
)
f(x)

prawie wsz¦dzie dla f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞.

Dowód . Zaªo»y¢, »e
∫
ϕ = 1 i zastosowa¢ twierdzenie 2.3. Nast¦pnie pozby¢ si¦

zaªo»enia, »e
∫
ϕ = 1. tu
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2.5. Diadyczna funkcja maksymalna. Niech Q0 b¦dzie rodzin¡ kostek w Rn

postaci a + [0, 1)n, gdzie a ∈ Zn (kostki jednostkowe o bokach równolegªych do
osi zaczepione �lewym dolnym wierzchoªkiem� w punktach caªkowitych). Tworz¡
one rozª¡czne pokrycie Rn. Dla k ∈ Z niech Qk oznacza rodzin¦ kostek powstaª¡
poprzez przemno»enie Q0 przez 2−k (s¡ to kostki o bokach o dªugo±ci 2−k rów-
nolegªych do osi o lewym dolnym wierzchoªku w punktach 2−kZn). Oczywi±cie
ka»dy wierzchoªek z kostki z tej rodziny jest ze zbioru 2−kZn. Kostki z rodzin Qk
nazywamy diadycznymi. Mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci:
(i) dla ka»dego k ∈ Z ka»dy x ∈ Rn jest w dokªadnie jednej kostce z rodziny Qk;
(ii) dwie kostki diadyczne s¡ albo rozª¡czne, albo jedna zawarta jest w drugiej;
(iii) dla j < k, ka»da kostka diadyczna z rodziny Qk jest zawarta w dokªadnie

jednej kostce diadycznej z rodziny Qj;
(iv) ka»da kostka diadyczna z rodziny Qk dzieli si¦ na 2n kostek diadycznych z

rodziny Qk+1.
Dla f ∈ L1

loc(Rn) de�niujemy

Ekf(x) =
∑
Q∈Qk

( 1

|Q|

∫
Q

f
)
χQ(x).

Jest ona staªa na Q ∈ Qk.
Zadanie 2.3.Mamy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: Dla Ω b¦d¡cej sum¡ pewnych kostek

z rodziny Qk zachodzi ∫
Ω

Ekf =

∫
Ω

f.

De�niujemy diadyczn¡ funkcje maksymaln¡ Md wzorem

Mdf(x) = sup
k
|Ekf(x)|.

2.17. Twierdzenie. Md jest sªabego typu (1,1). Ponadto

lim
k→∞

Ekf(x) = f(x).

Dowód . Niech f ∈ L1. Mo»emy przyj¡¢, »e f ≥ 0. Wówczas

{x : Mdf(x) > λ} =
⋃
k

Ωk, suma rozª¡czna

Ωk = {x : Ekf(x) > λ i Ejf(x) ≤ λ dla j < k}.
Poniewa» Ek jest staªa na kostkach z Qk, Ω jest sum¡ pewnych kostek z tej rodziny
i |Ωk| ≤ 1

λ

∫
Ωk
Ekf . Zatem

|{x : Mdf(x) > λ}| =
∑
k

|Ωk| ≤
∑
k

1

λ

∫
Ωk

|Ekf |

=
1

λ

∑
k

∫
Ωk

f ≤ 1

λ
‖f‖1.

(2.18)

Druga cze±¢ twierdzenia wynika z pierwszej i faktu, »e Ekf(x)→ f(x) dla f ∈ S.
tu
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Powy»szy dowód nasuwa nast¦puj¡ce twierdzenie (jest to rozkªad tak zwany
rozkªad Calderóna-Zygmunda)

2.19. Twierdzenie. Niech f b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ caªkowaln¡. Wówczas dla
ka»dej liczby λ > 0 istnieje rodzina Qj kostek diadycznych, »e

(i) f(x) ≤ λ dla prawie wszystkich x /∈
⋃
j Qj;

(ii) |
⋃
j Qj| ≤ 1

λ
‖f‖1;

(iii) λ < 1
|Qj |

∫
Qj
f ≤ 2nλ.

Dowód . Dla λ > 0 mamy Eλ = {x : Mdf(x) > λ} =
⋃

Ωk, suma rozª¡czna
(patrz dowód poprzedniego twierdzenia). Ka»dy Ωk jest sum¡ kostek z Qk. Zatem
Eλ =

⋃
j Qj, rozª¡czna suma kostek diadycznych. Je±li x /∈ Eλ, to Ejf(x) ≤ λ

dla ka»dego j. Zatem f(x) ≤ λ prawie wsz¦dzie dla x /∈ Eλ. Punkt (ii) wynika
z dowodu poprzedniego twierdzenia. Punkt (iii) te». Istotnie, je±li Qj jest jedn¡
z kostek, to Qj wchodzi w skªad dokªadnie jednego Ωk. Ale wtedy dla x ∈ Qj

Ekf(x) > λ i Ek−1f(x) ≤ λ. Niech Q̃j oznacza kostk¦ z Qk−1 tak¡, »e Qj ⊂ Q̃j

Mamy

λ <
1

|Qj|

∫
Qj

f ≤ |Q̃j|
|Qj|

1

|Q̃j|

∫
Q̃j

f ≤ 2nλ.

tu

2.6. Dowód sªabego typu (1,1) operatora maksymalnego M ′ z u»yciem
funkcji maksymalnej diadycznej.

2.20. Lemat. Dla λ > 0 i funkcji nieujemnej caªkowalnej f mamy

|{x : M ′f(x) > 4nλ}| ≤ 2n|{x : Mdf(x) > λ}|.

Dowód . Dla λ > 0 niech Qj b¦dzie rodzin¡ rozª¡cznych kostek diadycznych jak
w powy»szym twierdzeniu. Wtedy {x : Mdf(x) > λ} =

⋃
Qj. Niech 2Qj oznacza

kostk¦ o tym samym ±rodku i dwa razy wi¦kszym boku. Let b¦dzie udowodniony,
je±li poka»emy, »e

{x : M ′f(x) > 4nλ} ⊂
⋃
j

2Qj.

Niech x /∈
⋃
j 2Qj. I niech Q b¦dzie dowoln¡ kostk¡ o ±rodku w x. Oznaczmy przez

l dªugo±¢ boku Q. Niech k ∈ Z b¦dzie takie, »e 2−(k+1) ≤ l < 2−k. Wówczas istnieje
co najwy»ej 2n kostek z rodziny Qk maj¡cej punkt wspólny z Q. Oznaczmy je
przez R1, R2, ..., Rm, m ≤ 2n. Pokrywaj¡ one oczywi±cie Q. Zauwa»my, kostka Qj

nie mo»e zawiera¢ »adnej kostki Ri. Zatem, dla dowolnych dwu kostek Ri i Qj s¡
one albo rozª¡czne, albo Qj ⊂ Ri. W obu przypadkach 1

|Ri|

∫
Ri
f ≤ λ. Mamy wi¦c

1

|Q|

∫
Q

f ≤
m∑
i=1

1

|Q|

∫
Q∩Ri

f ≤
m∑
i=1

2−kn

|Q|
1

|Ri|

∫
Ri

f ≤ 2nmλ ≤ 4nλ.

tu
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Dowód . [sªabego typu dla M ′] Wystarczy pokaza¢ dla f ≥ 0.Z lematu

|{x : M ′f(x) > λ}| ≤ 2n|{x : Mdf(x) > 4−nλ}| ≤ 8n

λ
‖f‖1.

tu

Jako wnioski mamy wynikaj¡ce z twierdzenia interpolacyjnego Marcinkiewicza i
twierdzenia o domkni¦to±ci.

2.21. Wniosek. Funkcje maksymalna M ′ i M i Md s¡ sªabych typów (1,1) i moc-
nych typów (∞,∞), a zatem mocnych typów (p, p), 1 < p ≤ ∞.

2.22. Wniosek (Twierdzenie Lebesgue'a o ró»niczkowlano±ci). Je±li f ∈ Lploc, to

lim
r→0

1

|Br|

∫
Br

f(x− y) dy = f(x) prawie wsz¦dzie.

2.7. Szacowania wagowe.

2.23. Twierdzenie. Niech w b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ mierzaln¡ na Rn, 1 < p <
∞. Wówczas istnieje staªa Cp, »e∫

Rn
Mf(x)pw(x) dx ≤ Cp

∫
Rn
|f(x)|pMw(x) dx.

Ponadto, ∫
{x:Mf(x)>λ}

w(x)dx ≤ C1λ
−1

∫
Rn
|f(x)|Mw(x) dx.

Dowód . Poka»emy, »e ‖Mf‖L∞(w(x)dx) ≤ ‖f‖L∞(Mw(x)dx). Je±li jeszcze poka»emy
drug¡ cz¦±¢ twierdzenia, to pierwsza b¦dzie wynika¢ z twierdzenia interpolacyjnego
Marcinkiewicza
Je±li Mw(x) = 0 dla pewnego x, to w(x) = 0 prawie wsz¦dzie i nie ma czego

dowodzi¢. Zatem zaªó»my, »e Mw(x) > 0 dla ka»dego x. Niech f ∈ L∞(Mw) i
niech a > ‖f‖L∞(Mw). Wówczas∫

{x:|f(x)|>a}
Mw(x)dx = 0,

zatem, |f(x)| ≤ a prawie wsz¦dzie. St¡dMf(x) ≤ a, wi¦c ‖Mf‖L∞(w) ≤ a, co daje
‖Mf‖L∞(w) ≤ ‖f‖L∞(Mw)

Przejd¹my do dowodu sªabego typu. Wystarczy udowodni¢ dla f ≥ 0. Zaªó»my
na pocz¡tek, »e dodatkowo f ∈ L1(Rn). Niech {Qj}j b¦dzie rozkªadem Calderóna-
Zygmunda na poziome λ. Zatem

{x : M ′f(x) > 4nλ} ⊂
⋃
j

2Qj.
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Zatem ∫
{x:M ′f(x)>4nλ}

w(x)dx ≤
∑
j

∫
2Qj

w(x) dx

=
∑
j

2n|Qj|
1

|2Qj|

∫
2Qj

w(x) dx

≤ 2n

λ

∑
j

∫
Qj

f(y)
( 1

|2Qj|

∫
2Qj

w(x) dx
)
dy

≤ C2n

λ

∑
j

∫
Qj

f(y)M ′w(y) dy

≤ C2n

λ

∫
f(y)C ′Mw(y) dy

(2.24)

Je±li f /∈ L1, to istnieje ci¡g fn ∈ L1 fn ≥ 0, fn(x) → f(x) prawie wsz¦dzie i
monotonicznie rosn¡co. Dlaczego taki ci¡g istnieje, to jest kolejne
Zadanie 2.4. Wówczas Mfn(x) → Mf(x) monotonicznie dla ka»dego x ∈ Rn.

Mamy wi¦c {x : Mf(x) > λ} =
⋃
{x : Mf(x) > λ} i zbiory w tej sumie tworz¡

ci¡g monotoniczny na zawieranie. Dalej
∫
fMw = limn

∫
fnMw. St¡d twierdzenie

wynika z poprzednio udowodnionej nierówno±ci i przej±¢ granicznych. tu
Zadanie 2.5. Udowodnij, ze je±li f ∈ L1, f 6= 0, to Mf /∈ L1.



3. Transformata Hilberta.

3.1. Sprz¦»one j¡dro Poissona. Przypomnijmy, ze j¡dro Poissona na prostej
zadane jest wzorem

Pt(x) =

∫ ∞
−∞

e−2πt|ξ|e2πiξx dξ = F−1(e−t|ξ|)(x).

Wówczas dla f ∈ S(R) (cho¢ wzór ma sens dla szerszej klasy funkcji f) mamy

f ∗ Pt(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e−2πt|ξ|e2πiξxdξ

= u(z), z = x+ it, t > 0.

(3.1)

Ponadto mamy

d2

dt2
(f ∗ Pt)(x) =

∫
(−2π|ξ|)2f̂(ξ)e−2πt|ξ|e2πξxdξ,

d2

dx2
(f ∗ Pt)(x) =

∫
(2πi|ξ|)2f̂(ξ)e−2πt|ξ|e2πξxdξ,

co daje, ze u jest funkcj¡ harmoniczn¡ na R2
+ = {z : =z > 0}. Zauwa»my, »e

funkcj¦ u(z) mo»emy zapisa¢ jako

u(z) =

∫ ∞
0

f̂(ξ)e2πizξ dξ +

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πiz̄ξdξ.

Zde�niujmy

iv(z) =

∫ ∞
0

f̂(ξ)e2πizξ dξ −
∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πiz̄ξdξ.

Zadanie 3.1. Wyka», ze v jest harmoniczna na R2
+. Ponadto obie funkcje u i v

s¡ rzeczywiste je±li f jest rzeczywist¡.
Widzimy, ze u + iv jest funkcj¡ holomor�czna, zatem v jest funkcj¡ sprz¦»on¡

do u.
Zauwa»my, »e

v(z) =

∫ ∞
−∞
−i sgn(ξ)e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πixξdξ.

Powy»szy wzór mo»e by¢ zapisany jako

v(x, t) = f ∗Qt, Q̂t(ξ) = −i sgn(ξ)e−2πt|ξ|.

J¡dro Qt(x) nosi nazw¦ j¡dra sprz¦»onego do Pt.
Zadanie 3.2. Wykaza¢, »e

Qt(x) =
1

π

x

t2 + x2
.

Zadanie 3.3. Wykaza¢, poprzez wyliczenie, »e Pt(x) i Qt(x) s¡ funkcjami har-
monicznymi na górnej póªpªaszczy¹nie.
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Ponadto widzimy, »e

Pt(x) + iQt(x) =
1

π

t+ ix

t2 + x2
=

i

πz

jest funkcj¡ holomor�czn¡.
Wiemy, »e Pt jest jedno±ci¡ aproksymatywn¡ przy t → 0. Zauwa»my, »e Qt nie

jest, bo funkcje Qt(x) jako funkcje zmiennej x nie s¡ caªkowalne.
Formalnie

lim
t→0

Qt(x) =
1

πx

co nie jest lokalnie caªkowaln¡ funkcj¡.
Z drugiej strony rozwa»my granic¦ j¡der Qt w sensie dystrybucyjnym, gdy t→ 0,

to znaczy,

lim
t→0
〈Qt, f〉 = lim

t→0

∫
Qt(x)f(x) dx = lim

t→0
〈Q̂t,F−1f〉 = lim

t→0

∫
−isgn(ξ)e−2πt|ξ|f̂(−ξ) dξ

= i

∫
sgn(ξ)f̂(ξ) dξ.

Zauwa»my, »e ostatnia caªka jest dobrze zde�niowan¡ dystrybucj¡ temperowan¡.
Ponadto mamy

lim
t→0

Q̂t = −isgn(ξ)

w sensie dystrybucyjnym.

3.2. Cz¦±¢ gªówna (principal value) 1/x. De�niujemy dystrybucj¦ tempero-
wan¡ zwan¡ cz¦±ci¡ gªówn¡ 1/x wzorem

〈p.v.1
x
, f〉 = lim

ε→0

∫
|x|>ε

f(x)

x
dx.

Jest to dobrze zde�niowana dystrybucja temperowana, bo

〈p.v.1
x
, f〉 =

∫
|x|<1

f(x)− f(0)

x
dx+

∫
|x|>1

f(x)

x
dx

i obie caªki s¡ zbie»ne.

3.2. Twierdzenie. Qt → 1
π
p.v. 1

x
w S ′ przy t→ 0..

Dowód . Zde�niujmy ψε(x) = 1
x
χ{|x|>ε}. jest to funkcja ograniczona, wi¦c de�niuje

dystrybucj¦ temperowan¡. Ponadto limε→0 ψε = p.v. 1
x
w S ′. Wystarczy udowodni¢,

»e

lim
t→0

(Qt −
1

π
ψt) = 0
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w S ′. Ustalmy f ∈ S. Wówczas

〈πQt − ψt, f〉 =

∫
R

xf(x)

t2 + x2
dx−

∫
|x|>t

f(x)

x
dx

=

∫
|x|<t

xf(x)

t2 + x2
dx+

∫
|x|>t

( x

t2 + x2
− 1

x

)
f(x) dx

=

∫
|x|<1

xf(tx)

1 + x2
dx−

∫
|x|>1

f(tx)

x(1 + x2)
dx.

(3.3)

Je±li we¹miemy granice przy t → 0, to widzimy, »e z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci
zmajoryzowanej obie caªki d¡»¡ to caªek z funkcji caªkowalnych nieparzystych po
obszarach symetrycznych, a wi¦c do 0. tu

3.4. Wniosek.

lim
t→0

f ∗Qt(x) =
1

π
lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy,

Z ci¡gªo±ci transformacji Fouriera w S ′ mamy

3.5. Wniosek. ( 1

π
p.v.

1

x

)̂
(ξ) = −isgn(ξ)

3.3. Transformata Hilberta. Dla funkcji f ∈ S(R) de�niujemy jej transformat¦
Hilberta Hf(x) jednym z równowa»nych wzorów

Hf = lim
t→0

f ∗Qt,

Hf =
1

π
f ∗
(
p.v.

1

x

)
,

(Hf )̂ (ξ) = −isgn(ξ)f̂(ξ).

Z trzeciego równania wynika:

‖Hf‖L2 = ‖f‖L2 ,

H(Hf) = −f,∫
(Hf)g = −

∫
f(Hg).

Pozwala to zde�niowa¢ transformat¦ Hilberta dla funkcji f ∈ L2.
Zauwa»my, »e dla f ∈ L2 mamy

Hf(x)

∫
1

π

f(y)

x− y
dy dla x /∈ sup f.

3.6. Twierdzenie. Istniej¡ staªe Cp, 1 ≤ p <∞, »e dla f ∈ S(R) mamy

|{x : |Hf(x) > λ}| ≤ C1λ
−1‖f‖L1 czyli sªaby typ (1,1), (Czebyszew),

‖Hf‖Lp ≤ Cp‖f‖Lp , 1 < p <∞, mocny typ (p, p) (Riesz).
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Dowód . Udowodnimy sªaby typ (1,1). Niech f ∈ S. Dokonajmy rozkªadu C-Z
funkcji |f | na poziomie λ > 0, to jest, istnieje ci¡g rozª¡cznych odcinków Ij, »e

|f(x)| ≤ λ dla x /∈ Ω =
⋃
j

Ij,

|Ω| ≤ 1

λ
‖f‖L1 ,

λ <
1

λ

∫
Ij

|f | ≤ 2λ.

Maj¡c takie odcinki rozkªadamy funkcj¦ f na sum¦ funkcji g i b, gdzie

(3.7) g(x) =

{
f(x) dla x /∈ Ω,

1
|Ij |

∫
Ij
f dla x ∈ Ij

b(x) =
∑
j

bj(x),

gdzie

bj(x) =
(
f(x)− 1

|Ij|

∫
Ij

f
)
χIj(x).

Mamy |g(x)| ≤ 2λ, bj ma no±nik w Ij i caªk¦ zero. Ponadto f, g ∈ L2. Zatem
Hf = Hg +Hb i w konsekwencji

|{x : |Hf(x)| > λ}| ≤ |{x : |Hg(x)| > λ/2}|+ |{x : |Hb(x)| > λ/2}|.
Stosuj¡c izometri¦ H na L2 mamy

|{x : |Hg(x)| > λ/2}| ≤ 4λ−2

∫
|g(x)|2 dx

≤ 8λ−1

∫
|g(x)| dx

≤ 8λ−1

∫
|f(x)| dx

(3.8)

Niech Ω∗ =
⋃
j 2Ij. Mamy |Ω∗| ≤ 2|Ω| i

|{x : |Hb(x)| > λ/2}| ≤ |Ω∗|+ |{x /∈ Ω∗ : |Hb(x)| > λ/2}|

≤ 2λ−1‖f‖L1 + 2λ−1

∫
R\Ω∗
|Hb(x)| dx.(3.9)

zauwa»my, »e je±li x /∈ Ω∗, to x /∈ supp b ⊂ Ω. Zatem dla x /∈ Ω∗ mamy

Hb(x) =
∑
j

Hbj(x) =
∑
j

∫
bj(y)

x− y
dy.

Oznaczmy przez: cj ±rodek Ij, 2ri = |Ii|. Wówczas dla x /∈ 2Ij, y ∈ Ij mamy
2ri < |x− cj| ≤ |x− y|+ |y− cj| ≤ |x− y|+ ri. St¡d ri < |x− y| i w konsekwencji

(3.10) |x− cj| < 2|x− y|, |x− y| ≤ |x− cj|+ |cj − y| ≤ 2|x− cj|.
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Funkcje bj maj¡ caªk¦ zero, wi¦c∫
R\Ω∗
|Hbj(x)| dx ≤

∫
R\2Ij

∣∣∣ ∫ bj(y)
( 1

x− y
− 1

x− cj

)
dy
∣∣dx

≤
∫
R\2Ij

∫
Ij

|bj(y)| |y − cj|
|x− y||x− cj|

dy dx

≤
∫
Ij

∫
R\2Ij

|bj(y)| |Ij|
|x− cj|2

dx dy

≤ 2‖bj‖L1 .

(3.11)

W konsekwencji ∑
j

∫
R\Ω∗
|Hbj| ≤ 2

∑
j

∫
Ij

|bj(y)| dy ≤ 4‖f‖L1 .

Dowód sªabego typu (1,1) jest zako«czony stosuj¡c nierówno±¢ Czebyszewa i w
powi¡zaniu z ostatni¡ nierówno±ci¡. Stosuj¡c mody�kacj¦ dowodu twierdzenia in-
terpolacyjnego Marcinkiewicza, mamy »e dla 1 < p ≤ 2 zachodzi

‖Hf‖Lp ≤ C‖f‖Lp , f ∈ S(R).

Je±li teraz f ∈ S, 2 < p <∞, to

‖Hf‖p = sup
g∈S(R),‖g‖p′≤1

{∣∣∣ ∫
R
Hf · g

∣∣∣}
= sup

g∈S(R),‖g‖p′≤1

{∣∣∣ ∫
R
f ·Hg

∣∣∣}
≤ ‖f‖p‖Hg‖p′ ≤ C‖f‖p‖g‖p′ .

(3.12)

tu

3.4. Transformaty obci¦te - zbie»no±¢ punktowa. Przypomnijmy, »e dla f ∈
S udowodnili±my, »e ‖Hf‖Lp ≤ Cp‖f‖Lp , 1 < p < ∞, i |{x : |Hf(x) > λ}| ≤
C1λ

−1‖f‖L1 , gdzie

Hf(x) =
1

π
lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy, f ∈ S.

Pozwoliªo to zde�niowa¢ Hf dla f ∈ Lp, 1 < p <∞ jako ograniczony operator.
Ponadto dla f ∈ L1 mo»emy zde�niowa¢ Hf jako funkcj¦ mierzaln¡ w sposób
nast¦puj¡cy. Niech fn ∈ S, ‖fn − f‖L1 → 0. Wówczas

|{x : |Hfn(x)−Hfm(x)| > λ}| ≤ C1λ
−1‖fn − fm‖L1 .

Zadanie 3.4. Udowodnij, »e powy»sza nierówno±¢ implikuje, »e limn→∞Hfn(x)
zbiega wedªug miary do funkcji mierzalnej.
Zatem mamy dobrze zde�niowan¡ funkcj¦ mierzaln¡ Hf dla f ∈ L1.
Zde�niujmy operator obci¦ty Hε transformcji Hilberta wzorem,

Hεf(x) =
1

π

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy
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i odpowiadaj¡cy tej rodzinie operator maksymalny

H∗f(x) = sup
ε>0
|Hεf(x)|.

3.13. Twierdzenie. Istnieje staªa Cp, 1 ≤ p <∞, »e

‖Hεf‖p ≤ Cp‖f‖p, 1 < p <∞

|{x : |Hεf(x)| > λ}| ≤ C1λ
−1‖f‖1.

Dowód . Zauwa»my, »e dla funkcji ψε zde�niowane w sekcji 3.2 mamy

ψ̂ε(ξ) = lim
N→∞

∫
ε<|y|<N

e−2πiyξ

y
y

= −2isgn(ξ) lim
N→∞

∫ 2πN |ξ|

2πε|ξ|

sin t

t
dt

(3.14)

co jest jednostajnie ograniczone. St¡d Hε maj¡ wspólnie ograniczone normy jako
operatory na L2. Dalej post¦pujemy jak w dowodzie sªabego typu (1.1) dla trans-
formacji Hilberta i uzyskujemy, »e operatory Hε maj¡ wspólnie ograniczone normy
sªabego typu (1.1). Przedstawimy tutaj jedynie jeden etap rozumowania szacuj¡-
cego Hεb(x) dla x /∈ Ω∗.
Niech x /∈ Ω∗. Ustalmy bj. Mamy

|Hεbj(x)| ≤
∫
|bj(y)|

∣∣ 1

x− y
χBcε(x− y)− 1

x− cj
χBcε(x− cj)

∣∣∣dy.
Mamy nast¦puj¡ce mo»liwo±ci.
(i) Dla ka»dego y ∈ Ij zachodzi |x− y| > ε. Wtedy

|Hεbj(x)| ≤ C
|Ij|

|x− cj|2
‖bj‖L1 .

(ii) Dla ka»dego y ∈ Ij zachodzi |x− y| ≤ ε. Wtedy Hεbj(x) = 0.
(iii) Istniej¡ y′, y′′ ∈ Ij, »e |x− y′| < ε < |y′′ − x|. Wtedy
(1) rj < ε
(2) Ij ⊂ (x− 3ε, x+ 3ε)
(3) ε < 3|x− y| dla ka»dego y ∈ Ij.
Istotnie 2rj < |cj−x| ≤ |cj−y′|+ |y′−x| ≤ rj +ε co daje (1). Aby sprawdzi¢ (2)

zauwa»my, »e dla y ∈ Ij mamy |y−x| ≤ |y−y′|+ |y′−x| < 2rj+ε ≤ 3ε. Przejd¹my
do dowodu (3). Mamy ε < |x−y′′| ≤ |x−y|+|y−y′′| ≤ |x−y|+2rj ≤ |x−y|+2|x−y|.
Zauwa»my, ze w dowodzie (1) i (2) korzystali±my tylko z tego, »e |y′ − x| < ε.
Wró¢my do szacowania Hεbj. Mamy

|Hεbj(x)| ≤ C

∫ x+3ε

x−3ε

|bj(y)| 1

|x− cj|
dy ≤ C ′

1

6ε

∫ x+3ε

x−3ε

|bj(y)|dy.

Ostatecznie |Hεb(x)| ≤ C
∑

j
|Ij |
|x−cj |‖bj‖L1 + |b| ∗ hε, gdzie hε(x) = 1

6ε
χ(−3ε,3ε)(x) ∈

L1. Ostatni operator jest ograniczony na L1 z norm¡ niezale»n¡ od ε. Zatem sªaby
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typ (1,1) i niezale»no±¢ staªej w sªabym typie jest udowodniona poprzez powtórzenie
fragmentu dowodu twierdzenia o sªabym typie transformacji Hilberta.
St¡d i z twierdzenia interpolacyjnego Marcinkiewicza, mamy istnienie staªych

Cp, 1 < p < 2. Dla p > 2 istnienie staªych wynika z dualno±ci. tu

Zadanie 3.5. udowodnij, »e Hεf → Hf w normie Lp.

Zajmiemy si¦ teraz zbie»no±ci¡ prawie wsz¦dzie Hεf .

3.15. Twierdzenie. Dla funkcji f ∈ Lp, 1 < p <∞, mamy

H∗f(x) ≤M(Hf)(x) + CMf(x).

Dowód . Niech ϕ ∈ C∞c (−1, 1) b¦dzie funkcj¡ symetryczn¡, dodatni¡, malej¡c¡
na (0,∞) o caªce 1. Wówczas

1

y
χ{y:|y|>ε} =

(
p.v.

1

x
∗ ϕε

)
(y) +

[1

y
χ{y:|y|>ε} −

(
p.v.

1

x
∗ ϕε

)
(y)
]

Niech

kε(y) =
[1

y
χ{y:|y|>ε} −

(
p.v.

1

x
∗ ϕε

)
(y)
]

Dla |y| > 2ε mamy

|kε(y)| ≤
∣∣∣ ∫
|x|<ε

ϕε(x)
(1

y
− 1

y − x

)
dx
∣∣∣

≤
∫
|x|<ε

ϕε(x)
|x|

|y||y − x|
dx

≤ C
ε

|y|2
.

(3.16)

Z drugiej strony, dla |y| ≤ 2ε mamy

|kε(y)| ≤ C

ε
+
∣∣∣ lim
t→0

∫
3ε>|x|>t

ϕε(y − x)− ϕε(y)

x
dx
∣∣∣

≤ C

ε
+

∫
|x|<3ε

1

ε

∣∣∣ϕ(y/ε− x/ε)− ϕ(y/ε)

x

∣∣∣dx
=
C

ε
+

∫
|x|<3

1

ε

∣∣∣ϕ(y/ε− x)− ϕ(y/ε)

x

∣∣∣dx
≤ C

ε

(3.17)

Zatem |kε(y)| ≤ ψε(y), gdzie ψ(y) = C
1+y2

.
Ponadto dla f ∈ S i dla ka»dego x ∈ R mamy

f ∗ (p.v.
1

x
∗ ϕε)(x) = (f ∗ p.v.1

x
) ∗ ϕε(x)
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Zauwa»my, ze powy»sze sploty s¡ funkcjami ci¡gªymi x. Zatem dla f ∈ S i x ∈ R
mamy

f ∗ (Hϕε)(x) = (Hf) ∗ ϕε(x)

(Sugeruj¦ przeanalizowa¢ czytelnikowi powy»sz¡ równo±¢). Wzór ten przedªu»a si¦
na f ∈ Lp poprzez zastosowanie przej±cia granicznego i nierówno±ci Höldera. Zatem
mamy dla f ∈ Lp, 1 < p <∞,

f ∗ (Hϕε)(x) = (Hf) ∗ ϕε(x)

i powy»sza funkcja jest funkcj¡ ci¡gª¡ x.
Mamy wi¦c

Hεf(x) = (Hf) ∗ ϕε(x) + f ∗ kε(x)

co w powi¡zaniu z wyprowadzonymi szacowaniami i twierdzeniem o radialnej ma-
jorancie daje twierdzenie. tu

3.18. Wniosek. Operator H∗ jest mocnego typu (p, p) dla 1 < p <∞ i dla f ∈ Lp
Hεf → Hf w normie Lp i prawie wsz¦dzie.

Dowód . Dla f ∈ Lp niech fn ∈ S, fn → f w Lp. Mamy

‖Hεf −Hf‖p ≤ ‖Hε(f − fn)‖p + ‖Hεfn −Hfn‖p + ‖Hfn −Hf‖p.

Pozostaje wykaza¢, »e ‖Hεfn − Hfn‖p → 0 przy ustalonym fn. Ale Hεfn maj¡
wspóln¡ majorant¦ w Lp. Dla zbie»no±ci prawie wsz¦dzie rozwa»my rodzin¦ opera-
torów Tε = Hε −H + I i zastosowa¢ twierdzenie z rozdziaªu 2.2. tu

3.19. Twierdzenie. Operator H∗ jest sªabego typu (1,1).

Dowód . Dla f ∈ L1 niech Ij b¦d¡ odcinkami z rozkªadu C-Z na poziomie λ > 0.
Piszemy

f = g + b = g +
∑
j

bj

Wiemy, »e H∗ jest mocnego typu (2,2), wi¦c

|{x : |H∗g(x)| ≤ λ/2}| ≤ C‖g‖2
L2λ−2 ≤ C‖f‖L1λ−1.

Wystarczy udowodni¢,

|{x /∈ Ω∗ : H∗b(x) > λ/2}| ≤ Cλ−1‖b‖L1 .

Ustalmy x /∈ Ω∗, ε > 0 i Ij. Wówczas zachodzi jedna z mo»liwo±ci
1) (x− ε, x+ ε) ∩ Ij = Ij,
2) (x− ε, x+ ε) ∩ Ij = ∅,
3) x− ε ∈ Ij albo x+ ε ∈ Ij.
W pierwszym przypadku Hεbj(x) = 0.
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W drugim przypadku Hεbj(x) = Hbj(x). Zatem stosuj¡c te same argumenty co
przy dowodzie sªabego typu (1,1) dla H mamy

|Hεbj(x)| ≤ |Ij|
|x− cj|2

‖bj‖L1 .

W trzecim przypadku, Ij ⊂ (x − 3ε, x + 3ε) i dla y ∈ Ij mamy |x − y| > ε/3.
Dlatego

|Hεbj(x)| ≤
∫
Ij

|bj(y)|
|x− y|

dy ≤ 3

ε

∫ x+3ε

x−3ε

|bj(y)|dy.

Sumuj¡c po j mamy

|Hεb(x)| ≤
∑
j

|Ij|
|x− cj|2

‖bj‖L1 +
3

ε

∫ x+3ε

x−3ε

|b(y)| dy

≤
∑
j

|Ij|
|x− cj|2

‖bj‖L1 + CMb(x).

Zatem

|{x /∈ Ω∗ : H∗b(x) > λ/2}| ≤ |{x /∈ Ω∗ :
∑
j

|Ij|
|x− cj|2

‖bj‖L1 > λ/4}|

+ |{x : Mb(x) > λ/4}|

≤ λ−1
∑
j

‖bj‖1

∫
R\2Ij

|Ij|
|x− cj|2

|dx+ Cλ−1‖b‖1

≤ Cλ−1‖b‖L1

(3.20)

tu

3.5. Mno»niki. Dla funkcji m ∈ L∞)Rn de�niujemy operator Tm ograniczony na
L2(Rn) wzorem

(Tmf )̂ (ξ) = m(ξ)f̂(ξ).

Mamy z twierdzenia Plancherela

‖Tmf‖2 ≤ ‖m‖∞‖f‖2.

Zadanie 3.6. ‖Tm‖L2→L2 = ‖m‖∞.
Interesuj¡cym zagadnieniem jest znalezienie warunków na m gwarantuj¡cych

ograniczono±¢ Tm na Lp (w sensie ograniczono±ci na g¦stej klasie funkcji z Lp).
Je±li m(ξ) = −isgn(ξ), to Tm = H.
Oznaczmy przezMa operator mno»enia przez funkcje e2πiax, tjMaf(x) = e2πiaxf(x).

Wówczas mamy F(Maf)(ξ) = f(ξ−a). Obliczmy F(MaHM−af)(ξ) dla f ∈ S(R).
Mamy

F(MaHM−af)(ξ) = F(HM−af)(ξ−a) = −isgn (ξ−a)F(M−af)(ξ−a) = −isgn(ξ−a)Ff(ξ).

Zatem operatorMaHM−a jest operatorem mno»nikowym z mno»nikiem−isgn(ξ−
a). Z drugiej strony operator ten jest ograniczony na Lp i sªabego typu (1,1).
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Z kolei dla a < b operator

Sa,b =
i

2
(MaHM−a −MbHM−b)

jest operatorem mno»nikowym z mno»nikiem ma,b(ξ) = χ(a,b)(ξ). Jest on ograni-
czony na Lp, 1 < p <∞, i sªabego typu (1,1).
Zauwa»my, »e ‖Sa,bf‖p ≤ Cp‖f‖p ze staª¡ Cp niezale»n¡ od a, b. St¡d kªad¡c

b = −R, a = R jako wniosek mamy

lim
R→∞

S−R,Rf → f

w normie Lp, 1 < p <∞. Aby to udowodni¢, wystarczy pokaza¢
Zadanie 3.7. Zbie»no±¢ zachodzi dla f ∈ S(R).

3.21. Twierdzenie. Je±li m m jest mno»nikiem na Lp(Rn), wówczas funkcje zde-
�niowane poprzez m(ξ + a), m(λξ), m(ρξ), gdzie ρ jest ortogonalnym odwzorowa-
niem, s¡ mno»nikami na Lp z t¡ sam¡ norm¡ co Tm.

Dowód . Dowód jest konsekwencj¡ wzorów na transformat¦ Fouriera. Istotnie,

Tm(ξ+a)f(x) = F−1(m(ξ+a)f̂(ξ))(x) = F−1(τa(m(ξ)f̂(ξ−a)))(x) = e2πiaxTm(M−af)(x).

Dalej

Tm(λξ)f(x) = F−1(m(λξ)f̂(ξ))(x) = F−1(δλ(m(ξ)δλ−1 f̂(ξ))))(x)

= (F−1(m(ξ)F(fλ(ξ)))λ−1(x) = ((Tmfλ)λ−1)(x).

Podobnie post¦pujemy dla ρ ortogonalnego. tu

3.22. Twierdzenie. Je±li m jest mno»nikiem na Lp(R), to m̃(ξ) = m(ξ1), ξ =
(ξ1, ξ2, ..., ξn) jest mno»nikiem na Lp(Rn).

Dowód . Zauwa»my, »e Tm̃f(x) = Tmf( · , x2, x3, ..., xn)(x1). St¡d, stosuj¡c twier-
dzenie Fubiniego, mamy∫

Rn
|Tm̃f(x)|pdx =

∫
Rn−1

(∫
R
|Tmf( · , x2, x3, ..., xn)(x1)|pdx1

)
dx2...dxn

≤
∫
Rn−1

∫
R
|f(x1, ..., xn)|pdx1...dxn.

tu

3.23. Wniosek. Je±li m(ξ) jest funkcja charakterystyczn¡ wielo±cianu P , to m
jest mno»nikiem na Lp, 1 < p < ∞. Ponadto, je±li 0 ∈ inP , i mλ jest funkcja
charakterystyczn¡ λP , to limλ→∞ Tmλf → f w normie Lp
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Zadanie 3.8. Niech f ∈ L1, supp f ∈ B1. Wówczas Mf ∈ L1(B1) wtedy i tylko
wtedy, gdy

∫
B1
|f(x)| log+(|f(x)|)dx <∞.

Wskazówka. Udowodnij najpierw nierówno±ci

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ Cλ−1

∫
{x:|f(x)|>λ/2}

|f(x)| dx,

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≥ cλ−1

∫
{x:|f(x)|>λ}

|f(x)| dx,



4. Caªki singularne.

W niniejszy rozdziale rozwa»a¢ b¦dziemy operatory caªkowe na Rn postaci

(4.1) Tf(x) = lim
ε→∞

∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
f(x− y) dy,

gdzie Ω jest zde�niowana na sferze jednostkowej Sn−1 caªkowalna o caªce 0. i y′ = y/
|y|.
Wzór (4.1) jest zde�niowany dla f ∈ S i jest splotem z dystrybucj¡ temperown¡

〈T, f〉 = lim
ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
f(y) dy

=

∫
|y|<1

Ω(y′)

|y|n
[f(y)− f(0)] +

∫
|y|>1

Ω(y′)

|y|n
f(y) dy

(4.2)

zwan¡ p.v.Ω(x)
|x|n

Mamy oznaczenie Tf(x) = f ∗ T (x).
4.3. Twierdzenie. Warunkiem koniecznym na to, aby (4.2) de�niowaªa dystrybu-
cj¦ temperowan¡ jest

∫
Sn−1 Ω(u)dσ(u) = 0.

Dowód . Niech f ∈ S, f(x) = 1 dla |x| < 1. Wówczas

〈T, f〉 =

∫
|y|>1

Ω(y′)

|y|n
f(y) dy + lim

ε→0

∫
ε<|y|<1

Ω(y′)

|y|n
dy.

Pierwsza z caªek jest zbie»na, ale druga zapisana we wspóªrz¦dnych sferycznych
jest równa

∫
Sn−1 Ω · log(1/ε). tu

4.1. Funkcje i dystrybucje jednorodne i ich transformaty Fouriera. Funk-
cje f nazywamy jdenorodn¡ stopnia a je±li dla ka»dego 0 6= x ∈ Rn i i ka»dej liczby
λ > 0 mamy

f(λx) = λaf(x).

Wówczas dla funkcji φ mamy∫
Rn
f(x)φλ(x) dx = λa

∫
Rn
f(x)φ(x) dx.

Mówimy, »e dystrybucja T jest jednorodna stopnia a, gdy

〈T, φλ〉 = λa〈T, φ〉

dla φ ∈ S.

4.4. Twierdzenie. Je±li dystrybucja temperowana T jest jednorodna stopnia a, to
jej transformacja Fouriera jest jednorodna stopnia −n− a.
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Dowód .

〈T̂ , fλ〉 = 〈T,F(fλ)〉 = 〈T,F(f)(λ · )〉 = 〈T, λ−n(Ff)λ−1〉 = λ−n−a〈T, f̂〉 = λ−n−a〈T̂ , f〉.

Dowód twierdzenia jest zako«czony. tu

Zadanie 4.1. Niech f(x) = |x|−a, n/2
<
a < n. Udowodnij, »e f̂(ξ) = cn,a|ξ|a−n.

4.5. Twierdzenie. Je±li Ω jest caªkowaln¡ funkcj¡ na Sn−1 o caªce zero, to trans-
formata Fouriera dystrybucji p.v.Ω(x)

|x|n jest funkcj¡ jednorodn¡ stopnia zero dan¡
wzorem

m(ξ) =

∫
Sn−1

Ω(u)[log(1/|u · ξ′|)− iπ
2
sgn (u · ξ′)]dσ(u).

Dowód . Transformata Fouriera jest jednorodn¡ dystrybucj¡ stopnia zero. Obli-
czymy m(ξ) dla ξ ∈ Sn−1. W tym celu dla ε < 1 < R niech

mε,R(ξ) =

∫
ε<|y|<R

Ω(y′)

|y|n
e−2πiyξdy

=

∫
Sn−1

Ω(u)
[ ∫ 1

ε

(e−2πiruξ − 1)
dr

r
+

∫ R

1

e−2πiruξ dr

r

]
dσ(u)

=

∫
Sn−1

Ω(u)
[ ∫ 1

ε

(cos(2πruξ)− 1)
dr

r
+

∫ R

1

cos(2πruξ)
dr

r

]
dσ(u)

+

∫
Sn−1

Ω(u)
[ ∫ R

ε

sin(2πruξ)
dr

r

]
dσ(u)

= Iε,R(ξ)− iJε,R(ξ).

(4.6)

Mo»emy przyj¡¢, »e u · ξ 6= 0. Stosuj¡c zamian¦ zmiennych s = 2πr|u · ξ| mamy

Jε,R(ξ) =

∫
Sn−1

Ω(u)

∫ 2π|uξ|R

2p|uξ|ε
sgn (uξ) sin(s)

ds

s
dσ(u)

St¡d ªatwo mamy, »e Jε,R(ξ) s¡ wspólnie ograniczone przez C‖Ω‖L1(Sn−1) niezale»nie
od ε i R i zbiegaj¡ do π

2
sgn(u · ξ).

Przejd¹my do Iε,R(ξ). Po tej samej zamianie zmiennych dostajemy

Iε,R(ξ) =

∫
Sn−1

Ω(u)
[ ∫ 2π|uξ|R

2π|uξ|ε
cos(s)

ds

s
−
∫ 2π|uξ|

2π|uξ|ε

ds

s

]
dσ(u).(4.7)

Zajmiemy si¦ badaniem wewn¦trznych caªek W . Mamy 3 przypadki.
1. ε2π|uξ| < 1 < R2π|uξ|. Wtedy

W =
[ ∫ 1

2π|uξ|ε
(cos(s)− 1)

ds

s
+

∫ 2π|uξ|R

1

cos(s)
ds

s
−
∫ 2π|uξ|

1

ds

s

]
.

Ponadto W jest ograniczona przez C + C log |u · ξ|.
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2. ε2π|uξ| < R2π|uξ| < 1. Wtedy

W =

∫ 2π|uξ|R

2π|uξ|ε
(cos(s)− 1)

ds

s
−
∫ 2π|uξ|R

2π|uξ|

ds

s

i podobnie jak wy»ej W jest ograniczone przez C + C log |u · ξ|.
3. 1 < ε2π|uξ| < R2π|uξ|. Wtedy z (4.7) mamy, »e W jest ograniczone przez

C + C log |u · ξ|. Przechodz¡c z ε→ 0 i R→∞ mamy

Wε,R(ξ)→
∫ 1

0

(cos(s)− 1)
ds

s
+

∫ ∞
0

cos s

s
ds− log |2π| − log |u · ξ|.

Obliczaj¡c caªk¦ zewn¦trzn¡ pami¦taj¡c, ze caªka z Ω jest równa zero, mamy
wzór na m(ξ). tu

Dla funkcji Ω, caªkowalnej na Sn−1 o caªce zero niech

Ωe(u) =
1

2
(Ω(u) + Ω(−u)), Ωo(u)

1

2
(Ω(u)− Ω(−u)).

Obie funkcje maj¡ caªk¦ zero.

Zadanie 4.2.

4.8. Wniosek. Je±li Ωo ∈ L1(Sn−1), Ωe ∈ Lq(Sn−1) dla pewnego q > 1, to trans-

formata Fouriera m dystrybucji p.v.Ω(y′)
|y|n jest funkcj¡ ograniczon¡.

4.2. Metoda rotacji. Niech T b¦dzie jednowymiarowym operatorem podlinio-
wym ograniczonym na Lp(R). Dla u ∈ Sn−1 zde�niujmy operator Tu na Rn w
nast¦puj¡cy sposób. Niech Lu = {λu : λ ∈ R} i niech L⊥u b¦dzie podprzestrzeni¡
prostopadª¡ do Lu. Dla x ∈ Rn istnieje dokªadnie jedna liczba rzeczywista x1 i
dokªadnie jeden wektor x̄ ∈ L⊥u , »e x = x1u+ x̄. Niech

Tuf(x) = Tf(·u+ x̄)(x1).

Mamy∫
Rn
|Tuf(x)|p dx =

∫
L⊥u

∫
R
|Tf(·u+x̄)(x1)|pdx1dx̄ ≤ C

∫
L⊥u

∫
R
|f(·u+x̄)(x1)|pdx1dx̄

= ‖f‖pLp
Rozwa»my sytuacje gdyM jest jednowymiarow¡ funkcj¡ maksymaln¡ Hardy'ego-

Littlewooda. Wówczas

Muf(x) = sup
h>0

1

2h

∫ h

−h
|f(x− tu)| dt.

Z kolei dla transformaty Hilberta H operator Hu ma posta¢

Huf(x) =
1

π
lim
ε→0

∫
|t|>ε

f(x− tu)
dt

t
.
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4.9.Wniosek. Niech T b¦dzie podliniowym operatorem na Lp(R). Dla Ω ∈ L1(Sn−1)
niech

TΩf(x) =

∫
Sn−1

Ω(u)Tuf(x)dσ(u).

Wówczas ‖TΩ‖ jest ograniczony na Lp(Rn) i jego norma jest ograniczona przez
‖T‖Ω‖L1.

Dowód . Zastosowa¢ nierówno±¢ Minkowskiego. tu
Zobaczmy posta¢ MΩ.

MΩf(x) =

∫
Sn−1

Ω(u) sup
h>0

∫ h

−h
|f(x− tu)|dtdσ(u).

Zde�niujmy operator MΩ wzorem

MΩf(x) = sup
R>0

1

|B(0, R)|

∫
B((0,R)

|Ω(y′)||f(x− y)|dy.

Wówczas stosuj¡c wspóªrz¦dne biegunowe mamy

MΩf(x) = sup
R>0

1

|B1|Rn

∫
Sn−1

|Ω(u)|
∫ R

0

|f(x− ru)|rn−1drdσ(u)

≤ C

∫
Sn−1

|Ω(u)| sup
R>0

1

R

∫
|r|<R

|f(x−ru)| r
n−1

Rn−1
drdσ(u) ≤ C

∫
Sn−1

|Ω(u)|Muf(x)dσ(u).

Przejd¹my teraz do HΩ. Poka»emy, »e otrzymamy caªki singularne postaci (4.1)
dla nieparzystych funkcji Ω.
Niech f ∈ S. Stosuj¡c wspóªrz¦dne sferyczne caªk¦ (4.1) zapisujemy

Tf(x) = lim
ε→0

∫
Sn−1

Ω(u)

∫ ∞
ε

f(x− ru)
dr

r
dσ(u)

= lim
ε→0

1

2

∫
Sn−1

Ω(u)

∫
|t|>ε

f(x− tu)
dt

t
dσ(u)

=
π

2

∫
Sn−1

Ω(u)Huf(x)dσ(u).

(4.10)

4.11. Wniosek. Operator caªki singularnej (4.1) dla Ω nieparzystego i caªkowal-
nego jest ograniczony na Lp dla 1 < p <∞.

W identyczny sposób dowodzimy,»e

T ∗f(x) = sup
ε>0

∣∣∣ ∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
f(x− y)dy

∣∣∣
speªnia

T ∗f(x) ≤ π

2

∫
Sn−1

|Ω(u)|H∗uf(x)dσ(u).

St¡d
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4.12. Wniosek. T ∗ jest ograniczony na Lp(Rn) dla 1 < p < ∞. Ponadto granica
w (4.1) istnieje prawie wsz¦dzie.

4.3. Transformata Riesza. Dla n ≥ 2 i j = 1, 2, ...n, de�niujemy transformat¦
Riesza Rj wzorem

Rjf(x) = cnp.v.

∫
Rn

yj
|y|n+1

f(x− y) dy.

Oczywi±cie jest to operator postaci (4.1) z funkcj¡ Ωj(u) = uj nieparzyst¡ klasy C
∞

na sferze. Jest to operator splotu z dystrybucj¡ p.v.
Ωj(y

′)
|y|n . Obliczmy transformat¦

Fouriera tej dystrybucji. W tym celu zauwa»my

Zadanie 4.3. ∂
∂xj

(
1

|x|n−1

)
= (1− n)p.v.

xj
|x|n+1 .

Zatem stosuj¡c twierdzenie o transformacie Fouriera dystrybucji jednorodnych
z rozdziaªu 4.1 mamy

(1− n)
(
p.v.

xj
|x|n+1

)
(̂ξ) =

( ∂

∂xj
|x|−n+1

)
(̂ξ)

= ciξj(|x|−n+1)(̂ξ)

= −i π
n+1
2

Γ(n+1
2

)
· ξj
|ξ|
.

(4.13)

Powy»szy wzór implikuje (po odpowiednim doborze staªej cn) dla f ∈ S
n∑
j=1

R2
jf = −f.

4.4. Caªki singularne z j¡drem parzystym. Niech Ω b¦dzie funkcj¡ parzyst¡
na sferze o calce zero nale»¡c¡ do Lq(Sn−1) dla pewnego 1 < q < ∞. B¦dziemy
dystrybucj¦ postaci (4.2) i operator postaci (4.1). Rozkªadaj¡c dystrybucj¦ T na
sum¦ dwóch, których jedna ma no±nik zwarty w otoczeniu zera, mamy Tf ∈ S+Lr

dla ka»dego 1 < r ≤ q.
Niech

Kε(x) =
Ω(x′)

|x|n
χ{|x|>ε}(x).

Mamy Kε ∈ Lr(Rn), 1 < r ≤ r. Zatem dla f ∈ S funkcje Rj(Kε ∗ f) i (RjKε) ∗ f
s¡ w Lr i stosuj¡c transformat¦ Fouriera ªatwo wykaza¢, »e s¡ sobie równe.

4.14. Lemat. Istnieje funkcja K̃j nieparzysta jednorodna stopnia −n, taka, »e

lim
ε→0

RjKε(x) = K̃j(x)

w nomie L∞ na ka»dym zbiorze zwartym niezawieraj¡cym 0 (nawet na zbiorze
{|x| > a})
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Dowód . Niech 0 < ε < ν < a < |x|
2
. Stosuj¡c po drodze

∫
Ω = 0 mamy

RjKε(x)−RjKν(x) = cn lim
δ→0

∫
Rn

xj − yj
|x− y|n+1

χ{|x−y|>δ}(x− y)[Kε(y)−Kν(y)] dy

= cn

∫
ε<|y|<ν

xj − yj
|x− y|n+1

Ω(y′)

|y|n
dy

= cn

∫
ε<|y|<ν

[ xj − yj
|x− y|n+1

− xj
|x|n+1

]Ω(y′)

|y|n
dy

(4.15)

Stosuj¡c twierdzenie o warto±ci ±redniej mamy

(4.16) |RjKε(x)−RjKν(x)| ≤ C

|x|n+1

∫
ε<|y|<ν

|Ω(y′)|
|y|n−1

dy ≤ Cν

|x|n+1
‖Ω‖L1(Sn−1)

St¡d RjKε(x) jest ci¡giem Cauchego na {|x| > a} przy ε→ 0+. Zatem

K∗j (x) = lim
ε→0

Kε(x)

i granica istnieje prawie wsz¦dzie. Ponadto K∗j (x) jest funkcj¡ nieparzyst¡ prawie

wsz¦dzie. Zde�niujemy teraz funkcj¦ K̃j nieparzyst¡ (wsz¦dzie) równ¡ K∗j prawie

wsz¦dzie speªniaj¡c¡ K̃j(λx) = λ−nK̃j(x) wsz¦dzie. W tym celu ustalmy λ > 0
Wówczas dla prawie ka»dego x mamy

RjKε(λx) = lim
δ→0

cn
λxj − yj
|λx− y|n+1

Kε(y) dy

= lim
δ→0

cn

∫
|x−y|>δ/λ

xj − yj
|x− y|n+1

λ−nKε/λ(y) dy

= λ−nRjKε/λK(x).

(4.17)

St¡d przy ustalony λ > 0 dla prawie ka»dego x mamy K∗j (λx) = λ−nK∗j (x). Zbiór
D{(x, λ) ∈ Rn × (0,∞) : K∗j (λx) 6= λ−nK∗j (x)} jest zbiorem miary zero w Rn ×
(0,∞). Wynika to z twierdzenia Fubiniego. St¡d istnieje ρ > 0, »e sfera Sρ = {x :
|x| = ρ} ma wªasno±¢ tak¡, »e dla prawie ka»dego x ∈ Sρ mamy {x} × (0,∞) ∩D
ma miar¦ zero na (0,∞). Zatem istnieje zbiór A ⊂ Sρ miary peªnej na sferze Sρ,
»e {x} × (0,∞) ∩D ma miar¦ zero dla ka»dego x ∈ A. Wówczas

(4.18) K̃j(x) =

{(
ρ
|x|

)n
K∗j

(
ρx
|x|

)
dla ρx

|x| ∈ A
0 w przeciwnym wypadku.

jest szukan¡ funkcj¡. tu

4.19. Lemat. ∫
Sn−1

|K̃j(u)|dσ(u) ≤ Cq‖Ω‖q.

Ponadto je±li K̃j,ε(x) = K̃j(x)χ|x|>ε(x), to ∆ε = RjKε − K̃j,ε ∈ L1(Rn) i ∃Cq, »e
∀ε > 0:

‖∆ε‖L1 ≤ Cq‖Ω‖q.
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Dowód . Z jednorodno±ci K̃j mamy

∫
Sn−1

|K̃j(u)|dσ(u) =
1

log 2

∫
1<|x|<2

|K̃j(x)| dx

≤ 1

log 2

∫
1<|x|<2

|K̃j(x)−RjK1/2(x)| dx+
1

log 2

∫
1<|x|<2

|RjK1/2(x)| dx

(4.20)

We wzorze (4.16) niech ν = 1/2, |x| > 1. Wówczas bior¡c granic¦ przy ε → 0
mamy

(4.21) |K̃j(x)−RjK1/2(x)| ≤ C‖Ω‖L1

|x|n+1
.

St¡d ograniczono±¢ pierwszej caªki przez C‖Ω‖q Oszacujmy drug¡ caªk¦:∫
1<|x|<2

|RjK1/2(x)|dx ≤ C‖RjK1/2‖q ≤ C‖K1/2‖q ≤ C‖Ω‖q.

Przejd¹my do dowodu drugiej cz¦±ci lematu. Zauwa»my, »e ∆ε(x) = ε−n∆1(x/ε).
Zatem wystarczy pokaza¢ ‖∆1‖1 <∞.

‖∆1‖1 =

∫
|RjK1(x)− K̃j,1(x)| dx

≤
∫
|x|<2

|RjK1(x)|dx+

∫
1<|x|<2

|K̃j(x)| dx+

∫
|x|>2

|∆1(x)|dx

= I1 + I2 + I3.

(4.22)

Mamy I1 ≤ C‖RjK1‖q ≤ C‖K1‖q ≤ ‖Ω‖q. Dalej I2 ≤ C‖Ω‖q. Aby oszacowa¢ I3

stosujemy (4.16) dostaj¡c |∆1(x)| ≤ C‖Ω‖1|x|−n−1, co daje I3 ≤ ‖Ω‖q. tu

4.23. Twierdzenie. Niech Ω ∈ Lq(Sn−1) dla pewnego q > 1,
∫

Ωdσ = 0, Ω(x) =
Ω(−x). Wówczas operator (4.1) jest ograniczony na Lp dla 1 < p <∞.

Dowód . Dla f ∈ C∞c (Rn) mamy

Tf(x) = lim
ε→0

Kε ∗ f(x).

Dalej Kεf(x) = −
∑
Rj(RjKε) ∗ f . Mamy (RjKε) ∗ f = K̃j,ε ∗ f + ∆ε ∗ f . Stosuj¡c

fakt, »e K̃j jest j¡drem nieparzystym, wi¦c z wniosku 4.12 mamy

‖K̃j,ε ∗ f‖Lp ≤ C

∫
Sn−1

|K̃j(u)|dσ(u)‖f‖p ≤ C‖Ω‖q‖f‖p.

Ponadto,
‖∆ε ∗ f‖p ≤ Cq‖∆ε‖1 · ‖f‖p ≤ Cq‖Ω‖qf‖p.

Powy»sze dwie nierówno±ci daj¡ ‖Kεf‖p ≤ C‖Ω‖q‖f‖p. Stosuj¡c lemat Fatou
mamy ‖Tf‖p ≤ C‖Ω‖q‖f‖p. tu



5. Teoria Calderóna-Zygmunda

5.1. Podstawy teorii Calderóna-Zygmunda.

5.1. Twierdzenie (Caldrón-Zygmund). Niech K ∈ S ′(Rn), K pokrywa si¦ z funk-
cj¡ lokalnie caªkowaln¡ K(x) na Rn \ {0}, speªnia

(5.2) |K̂(ξ)| ≤ A,

(5.3)

∫
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B

Wówczas

(5.4) ‖f ∗K‖p ≤ Cp‖f‖p, 1 < p <∞,

(5.5) |{x : |f ∗K(x)| > λ}| < Cλ−1‖f‖1

Warunek (5.3) nosi nazw¦ warunku Hörmandera.
Zadanie 5.1. Je±li |∇K(x)| ≤ C|x|−n−1, dla x 6= 0 to speªniony jest warunek

Hörmandera.

D owód . Z (5.2) wynika ‖f ∗ K‖2 ≤ A‖f‖2. Wystarczy udowodni¢ sªaby typ
(1,1) a potem zastosowa¢ twierdzenie interpolacyjne Marcinkiewicza i otrzyma¢
ograniczono±¢ dla 1 < p < 2. Dla p > 2 przechodzimy przez dualno±¢, bo j¡dro
operatora K∗ to K(−x). Mo»emy zakªada¢, »e K jest funkcj¡ rzeczywist¡.
Niech f ∈ S. Niech Qj b¦dzie rozkªadem Calderóna-Zygmunda na poziomie

λ > 0. Mamy

|{x : |f ∗K(x)| > λ}| ≤ |
⋃

2Qj|+ |{x /∈
⋃

2Qj : |f ∗K(x)| > λ}|

≤ Cλ−1‖f‖1 + |{x /∈
⋃

2Qj : |g ∗K(x)| > λ/2}|+ |{x /∈
⋃

2Qj : |b ∗K(x)| > λ/2}|

(5.6)

tu

Mamy ‖g‖2
2 ≤ λ‖f‖1. Zatem

|{x /∈
⋃

2Qj : |g ∗K(x)| ≥ λ/2}| ≤ Cλ−2‖g‖2
2 ≤ Cλ−1‖f‖1.

Przejd¹my do funkcji b.
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|b ∗K(x)| ≤
∑
j

|
∫
Qj

bj(y)K(x− y) dy|

=
∑
j

|
∫
Qj

bj(y)
(
K(x− y)−K(x− cj)

)
dy

≤
∑
j

∫
Qj

|bj(y)||K(x− y)−K(x− cj)|dy

(5.7)

Caªkuj¡c wzgl¦dem x /∈
⋃

2Qj i stosuj¡c twierdzenie Fubiniego mamy∫
x/∈

⋃
2Qj

|b ∗K(x)|dx ≤ CB‖f‖1,

co po zastosowaniu nierówno±ci Czebyszewa ko«czy dowód twierdzenia.

Wró¢my do j¡der jednorodnych K(x) = Ω(x′)
|x|n . Co musimy zaªo»y¢ o Ω aby mie¢

zagwarantowany warunek Hörmandera? Niech

ω∞(t) = sup{|Ω(u1)− Ω(u2)| : |u1 − u2| ≤ t, u1, u2 ∈ Sn−1}.

Mówimy, »e Ω speªnia warunek Diniego, gdy∫ 1

0

ω∞(t)

t
dt <∞.

5.8. Lemat. Je±li Ω speªnia warunek Diniego, to K(x) = Ω(x′)
|x|n speªnia warunek

Hörmandera.

Dowód . Warunek Diniego implikuje, »e Ω jest funkcj¡ ograniczon¡.

(5.9) |K(x− y)−K(x)| ≤ |Ω((x− y)′)− Ω(x′)|
|x− y|n

+ |Ω(x′)|
∣∣∣ 1

|x− y|n
− 1

|x|n
∣∣∣.

Druga funkcja, z ograniczono±ci Ω i z twierdzenia o warto±ci ±redniej jest ogra-
niczona na zbiorze |x| > 2|y| przez C |y|

|x|n+1 , zatem caªkowalna po tym zbiorze.

Ponadto na zbiorze |x| > 2|y| mamy
Zadanie 5.2.

|(x− y)′ − x′| ≤ C
|y|
|x|
.

Zatem ∫
|x|>2|y|

|Ω((x− y)′)− Ω(x′)|
|x− y|n

dx ≤
∫
|x|>2|y|

ω∞(4|y|/|x|)
(|x|/2)n

dx

= 2|Sn−1|
∫ 2

0

ω∞(t)

t
dt ≤ C.

(5.10)

tu
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5.11. Wniosek. Je±li Ω ma caªk¦ zero i speªnia warunek Diniego, to operator

Tf(x) = p.v.

∫
Ω(y′)

|y|n
f(x− y)dy

jest sªabego typu (1,1). Ograniczono±¢ na Lp, 1 < p < ∞ wynika tak»e z metody
rotacji.

Interesuje nas teraz pytanie przy jakich zaªo»eniach na j¡droK jego transformata
Fouriera jest funkcj¡ ograniczon¡? Odpowiedzi¡ jest poni»szy lemat.

5.12. Lemat. Niech K ∈ L1
loc(Rn \ {0}) b¦dzie taki, »e

(5.13)
∣∣∣ ∫

a<|x|<b
K(x)dx

∣∣∣ ≤ A dla ka»dych 0 < a < b,

(5.14)

∫
a<|x|<2a

|K(x)|dx ≤ C dla ka»dego a > 0,

(5.15)

∫
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx ≤ C dla ka»dego y.

Niech Kε,R(x) = K(x)χ{ε<|x|<R}. Wówczas

Kε,R (̂ξ) ≤ D.

Staªa D zale»y jedynie od n, staªych A,B,C a nie jest zale»na o d ε, R.

Dowód . Zauwa»my, »e (5.14) jest równowa»ny

(5.16)

∫
|x|<a
|x||K(x)| ≤ B′a

Istotnie ∫
|x|<a
|x||K(x)|dx ≤≤

∞∑
j=0

∫
2−j−1a<|x|<2−ja

2−ja|K(x)|dx ≤ 2Ba.

Odwrotnie ∫
a<|x|<2a

|K(x)|dx ≤
∫
|x|<2a

|K(x)||x|a−1 ≤ B′aa−1 ≤ B′.

Ustalmy ξ. Je±li ε < |ξ|−1 < R, to

Kε,R (̂ξ) =

∫
ε<|x|<|ξ|−1

K(x)e−2πixξdx+

∫
|ξ|−1<|x|<R

K(x)e−2πixξdx

= I1(ξ) + I2(ξ).

(5.17)

Je±li |ξ|−1 < ε, to rozwa»amy tylko I2. Je±li |ξ|−1 > R, to tylko I1. Mamy

I1 =

∫
ε<|x|<|ξ|−1

K(x)dx+

∫
ε<|x|<|ξ|−1

K(x)(e2πixξ − 1)dx
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Stosuj¡c zaªo»enia lematu i twierdzenie o warto±ci ±redniej mamy

|I1| ≤ A+ C|ξ|
∫
ε<|x|<|ξ|−1

|K(x)||x|dx ≤ A+ CB′.

Dla szacowania I2 niech z = 1
2
ξ
|ξ|2 .

I2 =

∫
|ξ|−1<|x−z|<R

K(x− z)e−2πi(x−z)ξdx

= −
∫
|ξ|−1<|x−z|<R

K(x− z)e−2πixξdx

(5.18)

St¡d

2I2 =

∫
|ξ|−1<|x|<R

K(x)e−2πixξdx−
∫
|ξ|−1<|x−z|<R

K(x− z)e−2πixξdx.

Co daje

|2I2| ≤
∫
|ξ|−1<|x|<R+ 1

2
|ξ|−1

|K(x)−K(x− z)|dx+

∫
R<|x|<R+ 1

2
|ξ|−1

|K(x)|dx

+

∫
R− 1

2
|ξ|−1<|x|<R+ 1

2
|ξ|−1

|K(x)|dx+

∫
1
2
|ξ|−1<|x|< 3

2
|ξ|−1

|K(x)|dx
(5.19)

Powy»sza nierówno±¢ wynika z analizy obszarów caªkowania i sprawdzenie jej po-
prawno±ci zostawiamy jako ¢wiczenie. Stosuj¡c zaªo»enia mamy

|2I2| ≤ D′.

tu

5.20. Wniosek. Zaªomy, »e K speªnia zaªo»enia powy»szego lematu. Wówczas

‖f ∗Kε,R‖p ≤ Cp‖f‖p, 1 < p <∞,

|{x : |f ∗Kε,R(x)| > λ}| ≤ C1

λ
‖f‖1.

Staªe Cp zale»¡ od wymiaru i staªych w warunkach lematu, nie zale»¡ od ε i R.

Dowód . Wystarczy sprawdzi¢, »e∫
|x|>2|y|

|Kε,R(x− y)−Kε,R(x)|dx ≤ C

niezale»nie od ε, R. Co jest kolejnym zadaniem. tu
Naturalnym jest pytanie, kiedy limε→0,R→∞ f ∗ Kε,R(x) dobrze zde�niowane.

Mamy

5.21. Lemat. Dane jest j¡dro speªniaj¡ce warunek (5.14). Wówczas

lim
ε→0

∫
|x|>ε

K(x)f(x)dx
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wyznacza dystrybucj¦ temperwan¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

K(x)dx

istnieje.

Dowód . Zauwa»my, »e
∫
|x|>1

f(x)K(x)dx istnieje. Istotnie dla f ∈ S mamy∫
|x|>1

|f(x)K(x)|dx ≤ ‖xf‖∞
∞∑
k=0

∫
2k<|x|<2k+1

|K(x)|dx ≤ 2B‖xf‖∞.

Dlatego

lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

K(x)f(x)dx

musi istnie¢ dla dobrego zde�niowania dystrybucji. Bior¡c za f ∈ S funkcje równ¡ 1
na kuli jednostkowej mamy, »e je±li caªka zadaje dystrybucj¦, to warunek wyra»ony
w lemacie zachodzi.
Odwrotnie, zaªó»my, »e warunek wyra»ony w lemacie zachodzi i granica równa

si¦ L. Wówczas

lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

f(x)K(x) dx = lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

[
(f(x)− f(0))K(x) + f(x)K(x)

]
dx

= Lf(0) + lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

(f(x)− f(0))K(x)dx

(5.22)

Zauwa»my, ze ostatnia granica istnieje bo |f(x)−f(0)| ≤ C|x| i mo»emy zastosowa¢
warunek równowa»ny (5.14). tu

5.23. Wniosek. Zaªó»my, »e K speªnia warunki lematu 5.12 i 5.21. Wówczas ope-
rator zadany wzorem

Tf(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

K(y)f(x− y)dy

jest ograniczony na Lp, 1 < p <∞, i sªabego typu (1,1).

5.2. Lemat Cotlara. Poni»szy lemat pozwala udowodni¢ ograniczono±¢ na L2

pewnych operatorów bez uzycia transformaty Fouriera.

5.24. Twierdzenie (Lemat Cotlara). Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta a {Tj}j
rodzin¡ operatorów liniowych ograniczonych tak¡, »e istnieje staªa C > 0, »e dla
ka»dego i mamy ∑

j

‖TjT ∗i ‖1/2 ≤ C,
∑
j

‖T ∗j Ti‖1/2 ≤ C.
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Wówczas dla ka»dego m,n mamy

‖
m∑
j=n

Tj‖ ≤ C,

to znaczy sko«czone sumy operatorów maj¡ normy wspólnie ograniczone przez staª¡
C.

Dowód . Niech S =
∑m

j=n Tj. Wówczas ‖S‖2 = ‖(SS∗)k‖1/k. Ale

(SS∗)k =
m∑

j1,j2,...,j2k

TjaT
∗
j2
Tj3T

∗
j4
...Tj2k−1

T ∗j2k .

Mamy

‖Tj1T ∗j2Tj3T
∗
j4
...Tj2k−1

T ∗j2k‖ ≤ ‖TjaT
∗
j2
‖ ‖Tj3T ∗j4‖...‖Tj2k−1

T ∗j2k‖,

‖Tj1T ∗j2Tj3T
∗
j4
...Tj2k−1

T ∗j2k‖ ≤ ‖Tj1‖ ‖T
∗
j2
Tj3‖ ‖T ∗j4Tj5‖...‖T

∗
j2k−2

Tj2k−1
‖ ‖T ∗j2k‖.

Bior¡c ±redni¡ geometryczn¡ mamy

‖Tj1T ∗j2Tj3T
∗
j4
...Tj2k−1

T ∗j2k‖ ≤ ‖Tj1‖
1/2‖Tj1T ∗j2‖

1/2‖T ∗j2Tj3‖
1/2...‖Tj2k−1

T ∗j2k‖
1/2‖T ∗j2k‖

1/2

≤ C‖Tj1T ∗j2‖
1/2‖T ∗j2Tj3‖

1/2...‖Tj2k−1
T ∗j2k‖

1/2

Sumuj¡c kolejno po j1 nast¦pnie po j2 itd mamy

‖(SS∗)k‖ ≤ C2k(m− n+ 1).

Zatem

‖S‖ ≤ C(m− n+ 1)1/(2k),

Obliczaj¡c granic¦ lewej strony przy k →∞ mamy wymagan¡ nierówno±¢. tu
Zadanie. 5.3. Wyka», »e lemat Cotlara poci¡ga zbie»no±¢ szeregu

lim
n→−∞, m→∞

n∑
j=m

Tjx

dla ka»dego x ∈ H.
Wskazówka: Rozwa» sko«czone sumy operatorów postaci

∑
εjTj, gdzie εj =

0, 1,−1.

5.3. Operatory Calderóna-Zygmunda. Poni»sze twierdzenie stanowi uogólnie-
nie twierdzenia w przypadku, gdy operator T jest operatorem splotowym i ma
identyczny dowód.

5.25.Twierdzenie. Niech T b¦dzie ograniczonym operatorem na L2(Rn). Zaªó»my,
»e istnieje funkcja K(x, y) okre±lona na Rn×Rn \∆, gdzie ∆ = {(x, x) : x ∈ Rn},
taka »e dla f ∈ L2 o no±niku zwartym zachodzi

(5.26) Tf(x) =

∫
K(x, y)f(y)dy dla x /∈ supp f.
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Zaªó»my dodatkowo, »e

(5.27)

∫
|x−y|>2|y−z|

|K(x, y)−K(x, z)|dx ≤ C,

(5.28)

∫
|x−y|>2|x−w|

|K(x, y)−K(w, y)|dy ≤ C.

Wówczas T jest sªabego typu (1.1) i ograniczony na Lp dla 1 < p < ∞. Staªe
ograniczaj¡ce normy operatora T zale»¡ od wymiaru, p i staªej C w powy»szych
nierówno±ciach.

Do dowodu sªabego typu wykorzystuje si¦ nierówno±¢ (5.27). Nierówno±¢ (5.28)
potrzebna jest dla ograniczono±ci na Lp dla p > 2.
De�nicja. K jest standardowym j¡drem, gdy dla pewnych staªych C, δ > 0

mamy

(5.29) |K(x, y)| ≤ C

|x− y|n
,

(5.30) |K(x, y)−K(x, z)| ≤ C
|y − z|δ

|x− y|n+δ
dla |x− y| > 2|y − z|,

(5.31) |K(x, y)−K(w, z)| ≤ C
|y − z|δ

|x− y|n+δ
dla |x− y| > 2|x− w|,

Zadanie 5.4. Wyka», »e j¡dro standardowe speªnia warunki (5.27) i (5.28).

De�nicja. Operator T jest nazywany (uogólnionym) operatorem Calderóna-
Zygmunda, gdy T jest ograniczony na L2 i istnieje standardowe j¡dro K(x, y), ze
dla f o no±niku zwartym zachodzi

Tf(x) =

∫
K(x, y)f(y)dy dla x /∈ supp f.

Uwaga: Operator Calderóna-Zygmunda nie musi by¢ postaci

(5.32) Tf(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y) dy.

Przykªad operatora Calderóna-Zygmunda nie b¦d¡cego postaci (5.32) zostanie omó-
wiony w dalszej cz¦±ci wykªadu.

De�nicja. Je±li operator Calderóna-Zygmunad T zadany jest (5.32), to mówimy,
»e T jest operatorem Calderóna-Zygmunda zadanym caªk¡ singulrn¡ (principal
value integral).

Zadanie 5.5. Na to, aby granica

lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y)dy
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istniaªa prawie wsz¦dzie dla ka»dej funkcji f ∈ C∞c potrzeba i wystarcza, aby
granica

lim
ε→0

∫
1>|x−y|>ε

K(x, y)dy

istniaªa prawie wsz¦dzie.

Zadanie 5.6. Udowodnij, »e je±li dwa operatory Calderóna-Zygmunda maj¡ te
same j¡dra, to ich ró»nica jest operatorem mno»enia przez funkcj¦ ograniczon¡.
Wskazówka. Rozwa» funkcje gA(x) = TχA(x), gdzie A jest zbiorem zwartym.

B¦dziemy si¦ zajmowa¢ teraz operatorem Calderóna-Zygmunda zadanym przez
caªk¦ singularn¡.
Oznaczmy

Tεf(x) =

∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y)dy.

Interesuje nas czy

lim
ε→0

Tεf(x) = Tf(x)

prawie wsz¦dzie? Pozytywn¡ odpowied¹ na to pytanie uzyskamy dowodz¡c

5.33.Twierdzenie. Niech T b¦dzie operatorem Calderóna-Zygmunda zadanym caªk¡
singularn¡. Oznaczmy

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)|.

Wówczas T ∗ jest sªabego typu (1,1) i ograniczony na Lp dla 1 < p <∞.

5.34. Lemat (Nierówno±¢ Koªmogorowa). Je±li S jest sªabego typu (1,1), to dla
ka»dego 0 < ν < 1 istnieje staªa C > 0, »e dla ka»dego zbioru E miary sko«czonej
mamy ∫

E

|Sf(x)|νdx ≤ C|E|1−ν‖f‖ν1.

Dowód . ∫
E

|Sf(x)|νdx = ν

∫ ∞
0

λν−1|{x ∈ E : |Sf(x)| > λ}|dλ

≤ ν

∫ ∞
0

λν−1 min(|E|, Cλ−1‖f‖1)dλ

= ν

∫ C‖f‖1/|E|

0

λν−1|E|dλ+ ν

∫
C‖f‖1/|E|

Cλν−2‖f‖1dλ

≤ C|E|1−ν‖f‖ν1.

(5.35)

tu
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5.36. Lemat (Nierówno±¢ Cotlara). Je±li T jest operatorem Calderóna-Zygmunda
zadanym calªk¡ singularn¡, to dla ka»dego 0 < ν ≤ 1 istnieje staªa C > 0, »e dla
f ∈ C∞c mamy

T ∗f(x) ≤ Cν

(
M(|Tf |ν)(x)1/ν +Mf(x)

)
.

Dowód . Udowodnimy, »e

Tεf(0) ≤ C
(
M(|Tf |ν)(0)1/ν +Mf(0)

)
Ustalmy ε > 0. Niech Q = B(0, ε/2), 2Q = B(0, ε), f1 = fχ2Q, f2 = f − f1.
Wówczas,

Tf2(x) =

∫
|y|>ε

K(0, y)f(y) dy = Tεf(0).

Je±li z ∈ Q, to

|Tf2(0)− Tf2(z)| ≤
∣∣∣ ∫
|y|>ε

(K(z, y)−K(0, y))f(y) dy
∣∣∣

≤ C|z|δ
∫
|y|>ε

|f(y)|
|y|n+δ

dy

≤ Cεδ
∞∑
k=0

∫
2kε<|y|<2k+1ε

|f(y)|
|y|n+δ

dy

≤ Cεδ(2kε)−δ
1

(2kε)n

∫
|y|<2k+1ε

|f(y)|dy

≤ CMf(0).

(5.37)

St¡d dla z ∈ Q mamy

|Tεf(0)| = |Tf2(0)| ≤ |Tf2(0)− Tf2(z)|+ |Tf2(z)|
≤ CMf(0) + |Tf1(z)|+ |Tf(z)|

(5.38)

Je±li Tεf(0) = 0, to nie ma czego dowodzi¢. Je±li Tεf(0) 6= 0, to niech 0 < λ <
|Tεf(0)| i

Q1 = {z ∈ Q : |Tf(z)| > λ/3},
Q2 = {z ∈ Q : |Tf1(z)| > λ/3},

(5.39) Q3 =

{
∅ if CMf(0) ≤ λ/3,

Q if CMf(0) > λ/3.

Wówczas Q = Q1 ∪ Q2 ∪ Q3, a wi¦c |Q| ≤ |Q1| + |Q2| + |Q3|. Ale z nierówno±ci
Czebyszewa mamy

|Q1| ≤ 3λ−1

∫
Q

|Tf(z)|dz ≤ 3λ−1|Q|M(Tf)(0).

Dalej ze sªabego typu (1.1) dla T dostajemy

|Q2| ≤ 3Cλ−1‖f1‖1 = 3Cλ−1

∫
2Q

|f(z)|dz ≤ 3Cλ−1|Q|Mf(0).
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Dalej, jesli Q3 = Q, to 3CMf(0) > λ. Je±li Q3 = ∅, to |Q| ≤ |Q1| + |Q2| ≤
3Cλ−1|Q|(Mf(0) +M(Tf)(0)). Zatem w ka»dym przypadku

λ < 3C(Mf(0) +M(Tf)(0)).

Nierówno±¢ ta zachodzi dla ka»dego λ < |Tεf(0)|, zatem

|Tεf(0)| ≤ 3C(Mf(0) +M(Tf)(0)).

Zatem mamy udowodnion¡ nierówno±¢ dla ν = 1.
Je±li 0 < ν < 1, to

|Tεf(0)|ν ≤ CMf(0)ν + C|Tf1(z)|ν + |Tf(z)|ν .

Bior¡c ±redni¡ po Q mamy

|Tεf(0)|ν ≤ CMf(0)ν + CM(|Tf |ν)(0) +
C

|Q|

∫
Q

|Tf1(z)|νdz.

Stosuj¡c nierówno±¢ Koªmogorowa dostajemy( 1

|Q|

∫
Q

|Tf1(z)|νdz
)1/ν

≤ C
( 1

|Q|
|Q|1−ν‖f1‖ν1

)1/ν

=
C

|Q|
‖f1‖1 ≤ CMf(0).

Ostatnie trzy nierówno±ci daj¡ tez¦. tu

Dowód . Dowód twierdzenia 5.33 dla f ∈ C∞c . Ograniczono±¢ na Lp dla 1 <
p < ∞ wynika z nierówno±ci Cotlara dla ν = 1 i ograniczono±ci T . Przejd¹my do
dowodu sªabego typu (1.1). Z nierówno±ci Cotlara may

|{x : |T ∗f(x)| > λ}| ≤ |{x : |Mf(x)| > λ/(2C)}|+|{x : (M(|Tf |ν)(x))1/ν > λ/2C}|

Szacowanie pierwszego skªadnika jest oczywiste ze sªabego typu dla M . Oznaczmy
E = {{x : (Md(|Tf |ν)(x)| > 4−n(λ/2C)ν}.
Zadanie 5.7. Wówczas drugi skªadnik jest szacowany prze |E|.
Zadanie 5.8. Je±li f ∈ C∞c , to miara 2n|E| jest sko«czona zatem

|E| ≤ C

λν

∫
E

|Tf(y)|νdy;

bo w diadycznej funkcji maksymalnej wystarczy bra¢ caªk¦ po E zamiast po Rn.
Stosuj¡c nierówno±¢ Koªmogorowa, mamy

|E| ≤ Cλ−ν |E|1−ν‖f‖ν1.

Co daje |E| ≤ Cλ−1‖f‖1. tu

Doko«czenie dowodu twierdzenia 5.33 Pozb¦dziemy si¦ teraz zaªo»enia o przy-
nale»no±ci f do C∞c .
Udowodnimy sªaby typ dla f ∈ L1. Niech f ∈ L1, ‖f‖1 = 1 i niech fn ∈ C∞c

b¦d¡ takie, »e ‖f − fn‖1 ≤ 2−n−1, f0 = 0.

5.40. Lemat. |T ∗fn(x)− T ∗fm(x)| ≤ T ∗(fn − fm)(x)|.
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Dowód . Ustalmy δ > 0. Istnieje ε1, ε2 > 0, »e T ∗fn(x) < |Tε1fn(x)| + δ,
T ∗fm(x) < |Tε2fm(x)|+ δ Mo»emy przyj¡¢, »e T ∗fn(x) > T ∗fm(x). Wówczas

|T ∗fn(x)− T ∗fm(x)| = T ∗fn(x)− T ∗fm(x) ≤ |Tε1fn(x)| − |Tε1fm(x)|+ δ

≤ |Tε1fn(x)− Tε1fm(x)|+ δ ≤ T ∗(fn − fm)(x) + δ.

tu

5.41. Lemat. T ∗fn(x) zbiega prawie wsz¦dzie przy n→∞.

Dowód .

T ∗fn(x) =
n∑
k=1

gk(x),

gdzie
gk(x) = T ∗fk(x)− T ∗fk−1(x).

Udowodnimy, »e szereg ∑
n

|gn(x)|

jest zbie»ny dla prawie wszystkich x. Ustalmy A > 0. Wówczas ze sªabego typu
(1.1) na funkcjach C∞c i lematu 5.40 mamy

|{x : |gm(x)| > Am−2}| ≤ |{x : |T ∗(fm − fm−1)(x)| > Am−2}| ≤ Cm2A−12−m.

Daje to∣∣∣{x :
∞∑
m=1

|gm(x)| > A}
∣∣∣ ≤ ∣∣∣⋃{x : |gm(x)| > cAm−2}

∣∣∣ ≤ CA−1.

St¡d mamy zbie»no±¢ szeregu prawie wsz¦dzie. tu
Niech F (x) = limn→∞ T

∗fn(x).

5.42. Lemat. T ∗fn(x) zbiega do F (x) wedªug miary.

Dowód . Mamy

|{x : |F (x)− T ∗fn(x)| > δ}| ≤
∣∣∣{ ∞∑
k=1

|gn+k(x)| > δ}
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∞⋃
k=1

{x : |gn+k(x)| > cδk−2}
∣∣∣

≤
∞∑
k=1

∣∣∣{x : |gn+k(x)| > cδk−2}
∣∣∣

∞∑
k=1

Cδ−1k22−n−k → 0

(5.43)

przy n→∞. tu
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Oznaczmy L∗f(x) = limn T
∗fn(x) = F (x).

5.44. Lemat. L∗f(x) speªnia szacowania sªabego typu (1.1)

Dowód .

|{x : L∗f(x) > λ}| ≤ |{x : |F (x)− T ∗fn(x)| > λ/2}|+ |{x : T ∗fn(x) > λ/2}|
≤ |{x : |F (x)− T ∗fn(x)| > λ/2}|+ 2C‖f‖12λ−1.

Zauwa»my, »e na mocy lematu, pierwszy skªadnik ostatniej sumy d¡»y do 0 przy
n→∞ tu
Przypomnijmy, »e T ∗f(x) = supε |Tεf(x)|. Udowodnimy, »e

T ∗f(x) ≤ L∗f(x)

Istotnie je±li T ∗f(x) > λ, to istnieje ε, »e |Tεf(x)| > λ. Czyli∣∣∣ ∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y) dy
∣∣∣ > λ.

Daje, to ∣∣∣ ∫
|x−y|>ε

K(x, y)fn(y) dy
∣∣∣ > λ

dla n dostatecznie du»ych, czyli L∗f(x) > λ.

5.45. Wniosek. T ∗ jest sªabego typu (1,1).

5.46. Wniosek. L∗ = T ∗.

Dowód . Operator |L∗ − T ∗| jest sªabego typu (1.1) i na zbiorze C∞c , który jest
g¦sty w L1 jest równy zero.
Zadanie 5.9. Doko«czenie dowodu jest zadaniem. tu
Zadanie 5.10. Pokaza¢, n.p. ±ledz¡c dowód sªabego typu (1,1), »e T ∗ jest moc-

nego typu (p, p).
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6.1. Wst¦pne szacowania. Mówimy, ze funkcja g nale»y do przestrzeni Sobolewa
Hp(Rn), gdy

‖g‖2
Hp =

∫
|ĝ(ξ)|2(1 + |ξ|)2p dξ <∞.

Oznaczmy przez J = {x ∈ R : 1/2 ≤ |x| ≤ 2}.

6.1. Lemat. Zaªó»my, »e m0 ∈ H1/2+ε, suppm ⊂ J . Wówczas istnieje δ > 0,
C > 0, »e ∫

|m̂0(x)|(1 + |x|)δdx ≤ C‖m0‖H1/2+ε

Dowód . Oczywi±cie m ∈ C∞(R) jako transformata Fouriera dystrybucji o no-
±niku zwartym. Stosuj¡c nierówno±¢ Höldera mamy

∫
|m̂0(x)|(1 + |x|)δ =

∫
|m̂0(x)|(1 + |x|)1/2+ε(1 + |x|)−1/2−ε+δ

≤
(∫
|m̂0(x)|2(1 + |x|)1+2εdx

)1/2(∫
(1 + |x|)−1−2ε+2δdx

)1/2

= C‖m0‖H1/2+ε
.

(6.2)

tu

Zadanie 6.1. Udowodnij, »e je±li g ∈ Hs, s > n/2, to g jest funkcj¡ ci¡gª¡.

6.3. Lemat. Przy zaªo»eniach poprzedniego lematu pochodna funkcji m̂0 speªnia∫
|m̂′0(x)|(1 + |x|)δdx ≤ C ′‖m0‖H1/2+ε

Dowód . Zauwa»my, »e

m̂′0(x) = C

∫
ξm(ξ)e−2πixξdξ = C

∫
(ξψ0(ξ)m(ξ))e−2πixξdξ,

gdzie ψ0 ∈ C∞c , ψ = 1 na J .

Niech ψ(ξ) = ξψ0(ξ). Zatem m̂′0(x) = ψ̂ ∗ m̂0(x). �atwo sprawdzi¢ teraz, »e∫
|ψ̂ ∗ m̂0(x)|(1 + |x|)δdx ≤ C‖m0‖H1/2+ε

.

tu
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6.4. Lemat. Przy zaªo»eniach poprzednich lematów istnieje staª¡ C > 0, »e∫
|m̂0(x+ y)− m̂0(x)| dx ≤ C|y|‖m0‖H1/2+ε

.

Dowód . Niech c = sgn y∫
|m̂0(x+ y)− m̂0(x)| dx =

∫ ∣∣∣ ∫ |y|
0

m̂′0(x+ ct)dt
∣∣∣dx

≤
∫ |y|

0

∫
|m̂′0(x+ t)|dx dt

≤ C|y|‖m0‖H1/2+ε
,

(6.5)

gdzie w ostatniej nierówno±ci zastosowali±my poprzedni lemat. tu

6.2. Twierdzenie mno»nikowe Hörmandera.

6.6. Twierdzenie. Niech m b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ na Rn tak¡, istnieje ε > 0
»e dla ka»dej funkcji ϕ ∈ C∞c (J), J = {x : 1/2 ≤ |x| ≤ 2} istnieje i C i dla ka»dego
t > 0 mamy

‖ϕ(ξ)m(tξ)‖Hn/2+ε ≤ C.

Wówczas Tmf(x) = F−1(f̂(ξ)m(ξ))(x) jest operatorem ograniczonym na Lp, 1 <
p <∞, i sªabego typu (1.1).

Dowód . Przeprowadzimy w przypadku n = 1. Niech ϕ ∈ C∞c (J), b¦dzie taka,
»e
∑

j ϕ(2jξ) = 1 dla ξ 6= 0. Oznaczmy mj(ξ) = m(ξ)ϕ(2jξ), nj(ξ) = mj(2
−jξ).

Wówczas na mocy lematów istnieje staªa C niezale»na od j, »e∫
|F−1nj(ξ)(x)|(1 + |x|)δdx ≤ C,∫

|F−1nj(x+ y)−F−1nj(x)|dx ≤ C|y|.

Mamy

Tf(x) =
∑
j

f ∗ ηj(x),

gdzie ηj(x) = F−1mj(x). Ponadto ηj(x) = 2−jζj(2
−jx), gdzie ζj(x) = F−1nj(x).

Zauwa»my, »e Tm jest ograniczony na L2. Wystarczy wi¦c udowodni¢, stosuj¡c
powy»sze nierówno±ci, »e

K(x) =
∑
j

2−jζ(2−jx)

speªnia ∫
a<|x|<2a

|K(x)|dx ≤ A,∫
|x|>2|y|

|K(x+ y)−K(x)|dx ≤ B.
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Aby udowodni¢ pierwsz¡ nierówno±¢ rozbijamy sum¦ na dwie:
∑

j≥log a i
∑

j<log a.
Do pierwszej stosujemy fakt, »e caªkujemy po zbiorze o mierze porównywalnej z a
funkcje, które s¡ ograniczone prze 2−j. Do drugiej sumy stosujemy fakt, »e funkcje
caªkuj¡ pewna wag¦.
Aby udowodni¢ caªkowy warunek Höldera rozbijamy sum¦ na:

∑
j≤log |y| i

∑
j>log |y|.

Do pierwszej stosujemy caªkowanie wagi a do drugiej udowodniony wcze±niej wa-
runek Höldera dla funkcji ζj. Szczegóªy s¡ ¢wiczeniem dla czytelnika. tu


