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1. SZEREGI FOURIERA - WPROWADZENIE

1.1. Funkcje trygonometryczne. Podstawowe wlasnosci.

. - (_1)n 2n+1
(1.1) smxzzmx ,

n=0

n

— (~1 2n
(1.2) CoST = Z% ((Qn;! x™",

Funkcje sin i cos sa okresowe o okresie 27.

d d
(1.3) e sinx = cos z, o CosT = — sin .

Funkcja wyktadnicza

[e.e] n

(1.4) e’ =exp(x) = Z %

Funkcje wyktadnicza definiujemy dla z € C tym samym bezwzglednie zbieznym
szeregiem

[e.e] n

(1.5) e’ =exp(z) = Z %

Cwiczenie 1.1. Do samodzielnego sprawdzenia. Udowodnij, ze dla z, 21, 25 €
C mamy

(1.6) et = efle?,

(1.7) e =e

Stad e*T% = e%e™. Wstawiajac do wzoru (1.5) 2z = iz mamy

i > (_1)nl.2n . > (_1)n$2n+1 o
(18) e :ZW+zZWZCOSZL’+ZSIDZE.
n=0 n=0
Z (1.8) wyprowadzamy wzory Eulera
) eix + ef'ix ] eix - efi:z:
1.9 :éRm:— . QK A
(1.9) COS T e 5 , sinz = Qe 5;

Cwiczenie 1.2. Do samodzielnego sprawdzenia. Sprawdz czy umiesz za-
stosowa¢ (1.6) i (1.9) do wyprowadzenia wzoréw na funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katow.
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1.2. Wielomiany trygonometryczne. Mimo, ze z punktu widzenia zastoso-
wan w fizyce interesuja nas glownie funkcje o wartosciach rzeczywistych, jednak
z matematycznego punktu widzenia, wygodniej jest rozwazac¢ funkcje o warto-
Sciach w C.

Wielomianem trygonometrycznym nazywamy funkcje postaci

(1.10) W(x) =ao+ Z (ak cos(kx) + by, sin(kx)),

gdzie a,,b, € C.
Cwiczenie 1.3. Do samodzielnego sprawdzenia. Udowodnij, ze kazdy wie-
lomian trygonometryczny mozna przedstawi¢ w postaci

(1.11) W(z) = Z cre™,

|k|<N

gdzie ¢, € C. Odwrotnie, kazda funkcja postaci (1.11) jest wielomianem trygo-
nometrycznym.

Funkcje postaci (1.11) tworza algebre zespolona samosprzezona (tj. jesli W
jest elementem algebry, to W jest takze.

Cwiczenie 1.4. Funkcje postaci (1.10), gdzie az, by, € R tworza algebre
rzeczywista.

Cwiczenie 1.5. Udowodnij, ze wielomiany trygonometryczne zespolone two-
rzg zbiér gesty w zbiorze funkcji ciaglych o wartosciach zespolonych okresowych
o okresie 2. Podobnie funkcje postaci (1.10), gdzie a, by € R tworza zbior ge-
sty w zbiorze funkcji cigglych o wartosciach rzeczywistych o okresie 27.

Uwaga 1.12. Zamiast funkcji 2r—okresowych mozna rozwazaé funkcje 1-okresowe.
Wowcezas odpowiednie jednomiany trygonometryczne maja postaé¢ cos(2kmz),
sin(2kmz), €2*™. Przejicie od jednych wielomianéw do drugich jest jedynie
prosta zamiana zmiennych.

1.3. Motywacja - réwnanie ciepla. Rozwazmy okrag o promieniu 1 zro-
biony z drutu. W chwili t{; = 0 w kazdym punkcie e®® okregu temperatura
drutu wynosi ug(x). Zakladajac, ze nie ma wymiany ciepta miedzy drutem i
otoczeniem temperatura punktowa drutu bedzie si¢ zmienia¢ w czasie, dazac
do wyréwnania. Oznaczmy temperature drutu w punkcie e w czasie t > 0
funkcja u(t, x). Spelnia ona réwnanie ciepla

0 0?
au(t,x} = c%u(t,x)
z warunkiem poczatkowym u(0,x) = ug(z) (funkcje u traktujemy jako funkcje
okresowa zmiennej ). Przyjmijmy, ze ¢ = 1.

Sprobujmy rozwiaza¢ zagadnienie w przypadku, gdy ug(z) = sin(kz). Zauwa-
zamy, ze funkcja u(t, z) = e~ sin(kx) jest rozwiazaniem naszego zagadnienia.
(Tego, ze jest to jedyne rozwiazanie nie bedziemy teraz dyskutowac).

(1.13)
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Cwiczenie 1.6. Rozwiazaé¢ zagadnienie ciepla w przypadku, gdy

N
up(z) = ag + Z <ak cos(kx) + by, sin(k::v))
k=1
jest rzeczywistym wielomianem trygonometrycznym.
Cwiczenie 1.7. Rozwiaza¢ zagadnienie dla uy postaci (1.11).

Idea rozwiazania zagadnienia rownania ciepta dla ug € C(T) jest nastepujaca.
Przyblizy¢ ug ciagiem wielomianéw trygonometrycznych. Rozwiaza¢ zagadnie-
nie dla ciagu przyblizeri. Oczywiscie nasuwaja sie nastepujace pytania.

1. W jaki sposob dla ug znalezé ciag W,, przyblizenn wielomianami trygono-
metrycznymi?

2. Cuzy ciag u,(t,r) rozwiazan rownania ciepla z warunkami poczatkowymi
W, (x) dazy do "czegos"? Jesli tak, to czy granica jest rozwiagzaniem dla wa-
runku poczatkowego ug(x)?

1.4. Reguly ortogonalnosci. .
Pytanie. Czy uklad funkeji 1, cosnz, sinnz, n =1,2,3,... na T, jest liniowo
niezalezny? Podobnie czy ukltad e* n € 7Z jest liniowo niezalezny?

Twierdzenie 1.14. Funkcje (2m)~'/2e™ n € Z tworzq uktad ortonormalny,
to jest

. —€
0o V21 V27

gdzie 6, =1, gdy m =n, dm = 0 w przeciwnym wypadku.

e " dx = dpm

Dowo6d. Dowdd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. 0O

Whiosek 1.16. Funkcje ¢, n € Z tworzq uktad liniowo niezalezny.

. . 1 1 Lo _
Twierdzenie 1.17. Funkcje Tomr Um COSNT, —sinnr, no= 1,2,3,... tworzg

uktad ortogonalny na T. Sqg wiec lintowo niezalezne.

Dowo6d. Dowdd pozostawiamy jako éwiczenie O

7 powyzszych twierdzen wynika nastepujaca metoda obliczania wspotczynni-
koéw wielomianu trygonometrycznego. Mianowicie, jesli W (x) jest wielomianem
trygonometrycznym, to

(1.18) W(z) =) cne™,
nel
gdzie

1 2w

(1.19) Cn =5 i W (x)e ™ dx

Zauwazmy, ze w przypadku wielomianu trygonometrycznego powyzsza suma
ma skonczenie wiele sktadnikow.
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Cwiczenie 1.8. Podaj wzor na wspotczynniki wielomianu trygonometrycz-
nego postaci (1.10).

1.5. Szeregi Fouriera. Z funkcja ciagla f 2m—-okresowa mozemy zwiazaé sze-
reg funkcyjny

(1.20) > cne™,
nez
gdzie
1 2w

1.21 L= —
(1.21) Cn = 5

fla)e ™™ da.

Liczby ¢, nazywamy wspotczynnikami Fouriera i oznaczamy ¢, = f(n). Przez
zbieznosé szeregu (Fouriera) (1.20) rozumiemy zbieznosé ciagu sum czesciowych

ngjv f(n)em?

Naturalnym jest pytanie, dla jakich funkcji f szereg Fouriera tej funkcji jest
zbiezny? Jaki jest rodzaj zbieznosci (jednostajna, punktowa, ...)7 Jesli tak, to
czy f jest granicg tego szeregu?

1.6. Cwiczenia.
Cwiczenie 1.9. Musisz by¢ oswojony z nastepujacymi wzorami

"t = e"(cosy + isiny)

’€Z| — e?Rz
Kazdg liczbe zespolong z # 0 mozna zapisa¢ jako z = re®, gdzie r > 0 jest
wyznaczone jednoznacznie, 6 jest wyznaczone jednoznacznie (mod 27).

Cwiczenie 1.10. Udowodnij, ze jesli f klasy C? na R jest rozwigzaniem
rownania roézniczkowego

F'(t) +f(t) =

to istnieja stale a, b, ze
f(t) = acosct + bsinct.
Wskazowka. Rozwaz funkcje g(t) = f(t) cos ct—2 f'(t) sinct, h(t) = f(t)sin ct+

L f/(t) cos ct.
Cwiczenie 11. Wykaz, ze operator Laplace’a
0? 0?
V= — + -
0x? * Oy?

we wspotrzednych biegunowych wyraza sie wzorem

0 . 10 . 1 02
or?2  radr 1?2062
Cwiczenie 12. Wyraz wspotczynniki a,, i b, poprzez wspotczynniki ¢, we
wzorach (1.10) i (1.11).

Cwiczenie 13. Udowodnij, ze dla f 27—okresowej klasy C'' mamy 1im,, oo |ay|+
bn| = 0, limy| 00 || = 0.
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2. JADRO DIRICHLETA

2.1. Jadro Dirichleta. Oznaczmy przez s, n-ta sume czesciows szeregu Fo-
uriera funkcji f na T

(2. 1)
Z f zk:r Z 5 / f 7zkt lkx dt = / f Z elk(w t)
k|<n lkj<n 2T k|<n
Oznaczajac
(2.2) D, (z) = Z etk
|k|<n
mamy

y 27T/ F(O) Doz — 1) dt.

Dla funkcji u, v na T operacje [* u(t)v(z — t)dt nazywamy operacja splotu
(lub splotem) i oznaczamy u * v(x). Zatem

sp(x) = %f x Dy ().

Obliczmy sume skoriczonego szeregu potegowego wyznaczajacego D, ().

n 2n
Dn(t) _ Z eikt _ e—mt Zez‘kt
) 6i(2n-i—1)t -1 ei(n-‘rl)t _ eint
=e M = .
et —1 et —1
—it/2

Mnozac licznik i mianownik przez e i stosujac wzory Eulera mamy

sin(n + 1)t
sin &

(2.4) D, (t) =

Zauwazmy, ze jadro Dirichleta D,, jest funkcja parzysta i ma przedluzenie w
zerze do funkcji ciaglej; D,,(0) = 2n + 1. Ponadto

(2.5) /W Do(t) dt =

Cwiczenie 2.1 Wykaz, ze [ |D,(z)|dz > cInn. Niech 0 < ¢ < ¢. Udo-
wodnij, ze istnieja funkcje ciagle fo, [fu| <1, 2e [T D,(x)f(x) > ¢ Inn.
Wskazowka. |D,(z)| > CW.

Pytanie. Czy szereg Fouriera funkcji ciagtej f jest zbiezny do f? Odpo-
wiedz: nie zawsze. Istniejg funkcje ciggte ktorych szeregi Fouriera sg rozbiezne.
Zajmiemy sie tym zagadnieniem w dalszej czesci wyktadu.
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2.2. Jednoznacznos$¢ szeregu Fouriera.

Twierdzenie 2.6. Zalozmy, ze f jest funkcjg catkowalng takq, ze f(n) =0
dla wszystkich n € Z. Wowczas f(to) = 0 dla wszystkich ty bedgcych punktami
ciggtosci f.

Dowo6d. Mozemy zatozy¢, ze f jest funkcja rzeczywista i to = 0, f(0) = 1
skonstruujemy rodzing wielomianow trygonometrycznych pg(t), ze [ :r pr(t)f(t) dt
jest ciagiem rozbieznym (z drugiej strony jest to ciag zerowy na mocy zaloze-
nia). Z ciaglosci f w 0 mamy f(¢t) > 0,5 dla |[t| < § dla pewnego 6 > 0.
Niech

p(t) = € + cost,
gdzie € > 0 jest tak matle, ze |p(t)] < 1 —¢/2 dla § < |t| < m. Niech teraz
§ > n > 0 bedzie takie, ze p(t) > 1+ ¢/2 dla [t| < n. Niech pi(t) = p(t)*.
Mamy ffﬂ f(t)pr(t) dt = 0. Z drugiej strony

/_ " F () dt = | Samndrs / F(Opelt) di + / F(Opelt) dt.

<|t|<é s<|t|<m

Zauwazmy, ze pierwszy sktadnik jest wickszy od n(1+¢/2)*, drugi jest dodatni,
a trzeci dazy do zera. O

Whniosek 2.7. Jesli [ jest funkcjq ciggle takq, zZe f(n) = 0 dla wszystkich n,
to f=0.

Whniosek 2.8. Jesli f jest funkcjq ciagtq taka, ze ) |f(n)\ < oo, to f(t) =
zn f(n)eint.

Cwiczenie 2.2 Zalozmy, ze f jest klasy C2 na T. Wowezas | f(n)] < C|n|=2.
Zatem jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny. Jak zachowujg sie wspotczynniki
Fouriera funkcji klasy C*?

Cwiczenie 2.3. Rozwazmy funkcje nieparzysta f na [—m, 7] zdefiniowana
dla t > 0 wzorem f(t) = t(m —t). Naszkicuj wykres f. Oblicz jej szereg
Fouriera. Czy jest on zbiezny? Do czego?

Cwiczenie 2.4. To samo dla funkcji f(t) = 0 dla |t| > &, f(t) = 1 — |t|/6
dla |t| < 4.

Cwiczenie 2.5. Wykaz, ze

Z %:WQ/&

n>1 nieparzyste

n=1
W tym celu rozwaz jak w poprzednich ¢wiczeniach funkcje f(¢) = |¢|. Oblicz
jej wspotezynniki Fouriera. Zapisz szereg w postaci sin i cos. Do czego on dazy?
Podstaw t = 0.
Cwiczenie 2.6. Zalozmy, ze f, g, h sa 2m—okresowe i calkowalne. Wowcezas
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fx(g+h)=(fxg)+(f=*h)
(cf)xg=c(f*g)=f=(cfg)
frg=gxf
(fxg)xh=[fx(g*h)
f*g jest funkcja ciagly dla f,g € L?

fxgn) =2rf(n)g(n).
Cwiczenie 2.7. Rozwiaz rownanie Laplace’a Au = 0 na pasie
S={(z,y): 0<zx <1, 0<y}
z nastepujacymi warunkami brzegowymi:
uw(0,y) =0 dla0<y
u(l,y)=0 dla0<y
u(z,0) = f(zr) dla0<z<1
gdzie f jest dana funkcja f(0) = f(1) = 0.

Wskazowka. Napisz f(z) = > 7, a,sin(nmz). Rozwiaz zagadnienie dla
fn = sin(nmz).

Cwiczenie 2.8. Jadro Poissona. Rozwiaz zagadnienie Dirichleta na dysku
jednostkowym D = {|(z,y)| < 1} dla danej funkcji f na brzegu. To znaczy
znajdz funkcje F(x,y) na D harmoniczng w D, tj. AF = 01 rowng f na
brzegu. Zaléz na poczatku, ze f jest bardzo regularna.

Wskazéwka. Funkcje r"le?™ sg harmoniczne (wspotrzedne biegunowe — éwi-
czenie 1.11). Rozwiazuje ona zagadnienie Dirichleta z funkcjami brzegowymi
e, Rozwin funkcje brzegowa w szereg Fouriera.

Przedstaw rozwigzanie w postaci F(r,0) = ¢ [*_f(t)P(6 — t,r)dt. Wylicz
funkcje P. Nosi ona nazwe jadra Poissona.

3. ROWNOSC PARSEVALA I NAJLEPSZA APROKSYMACJA.

3.1. Iloczyn skalarny. Zaktadamy, ze pojecie iloczynu skalarngo i normy zde-
finiowanej przez iloczyn skalarny jest znane.

Niech H bedzie przestrzenia liniowa nad C z iloczynem skalarnym ( , ).
Mowimy, ze wektory e; tworza uktad ortonormalny, gdy (e;, ex) = 0,4, |le;]|* =

(ej€5) = 1.
Cwiczenie 3.1. Udowodnij nieréwnosé Schwarza

[, )] < ll[lllyl

Twierdzenie 3.1. Niech e, bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni H z
iloczynem skalarnym (x,y). Dla ustalonego x niech c,, = (x,e,). Niech

n
Sp = E CmE€n
m=1
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1 niech
n

t, = Z Ay, €m -

m=1
Wowczas
2 = sn]]? < [lz — .

Ponadto réuwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, = .

Dowédd.

n

(x,t,) = Z Con G -

m=1

n
[Eall* = am|*
m=1

Z ortonormalnosci uktadu mamy

[l —t,]* = HxHQ_ZCmam_Z Comtm |t ]|* = ||$”2_Z ‘Cm|2+z | @ —Con|*.

Ostatnie wyrazenie osigga minimum, gdy a,, = ¢,,. Jesli podstawimy a,, = ¢,
to otrzymamy teze. Ponadto mamy

n
D leml® < 2>
m=1

Ostatnia nieréwnos¢ nosi nazwe nieréwnosci Bessela. O

Wnhniosek 3.2. Jesli uktad ortonormalny e; jest liniowo gesty, to znaczy kom-
binacje lintowe e; tworzq zbior gesty w H, to

(3:3) [E Z eI

Rownosé ta nosi nazwe rownosci Parsevala. Przestrzen zupelna z iloczynem
skalarnym nosi nazwe przestrzeni Hilberta. Uktad ortonormalny liniowo gesty
nosi nazwe bazy Hilbertowskiej lub krotko bazy (nie myli¢ z baza liniowa).

Dowo6d. Ustalmy € > 0. Niech ||z — SN | ase;]| < e. Wowezas

j=1
N N
a:—chej < ||a:—2ajej|| <e.
j=1 Jj=1
Stad
N N
0< o= el = llzl* =Y lenl® <e.
7=1 7=1
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Cwiczenie 3.2. Réwnosé¢ Parsevala dla szeregow Fouriera. Jegli f €
L?(—m,7), (dla studentow nie znajacych calki Lebesgue’a mozna zaltozyé¢, ze f
jest funkcja ciagla) mamy

znt 2 _
g [ 170 = 3 fmeta=o
In|<N
/’r O =213 Ifm

gdzie f(n) sa zadane przez (1.21).

Wniosek 3.4. Lemat Riemanna-Lebesgue’a Jesli f jest funkcja catko-
walng na T, to limy,| f(n) = 0.

Dowo6d. Dlastuchaczy nieznajacych catki Lebesgue a. Niech f bedzie funkcja
ograniczong catkowalna. Wowczas 3, [f(n)]? = C' [T _|f(t)]>dt. Stad wynika
lemat.

Dla studentéw znajacych catke Lebesgue’a. Niech f € LY(T). Ustalmy & > 0.
I niech g € C(T) bedzie taka, ze [ _|f — g|dt < e. Wowezas [§(n)| < e dla

In| > N.. Ponadto, |f(n) — §(n)| < C |7 |f —g|dt < Ce. Stad teza. O

Cwiczenie 3.3. Zastosuj rownos¢ Parsevala i funkcje f(¢) = |t| do obliczenia
sum Yoo (2n41)74, Y0 Tt
Cwiczenie 3.4. UdOWOdnlJ, ze fooo 512:1: dr = % Wskazowka. Zastosuj wzor

na jadro Dirichleta i zauwaz, ze funkcja bmt/Q o Z jest ciagta na (—m, ).

Cwiczenie 3.5. Udowodnij, ze jesli f jest funkcja catkowalna ograniczona
majaca pochodna w ty, to jej szereg Fouriera zbiega do niej w ;.
Wskazowka. Niech ty = 0. Zapisz

1 (7 1 (7
2(0) = £0) = 5 [ (F(-0) = FOIDuOdt = o [ Gt (o) d
2 J_. 2 J_.
dla,pewnej funkcji G, jakiej?.
4. JADRO FEJERA.
4.1. Srednie Cesaro. Niech ¢y + ¢ + ¢o + ... = Z;O:o ¢, bedzie szeregiem

liczbowym. Niech s, = Y, ¢ bedzie suma czesciowa. Zbieznosé szeregu
to zbieznos¢ s,. Zauwazmy, ze szereg Z;OZO(—I)’“ jest szeregiem rozbieznym.
Sumy czesciowe tworza ciag 1,0,1,0,1,... Kto$§ moze "intuicyjnie"powiedzieé, ze
"granicg"tych liczb jest % Nadajmy temu precyzyjny sens. Rozwazmy Srednie
arytmetyczne sum cze$ciowych
So + S1 + ...+ SN—1

N :
Jesli szereg oy jest zbiezny, to mowimy, ze szereg » ¢, jest sumowalny metoda,
Cesaro.

Cwiczenie 4.0. Zbadaj sumowalno$é metoda Cesaro szeregu Y o (—1)

ON
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4.2. Jadro Fejera. Rozwazmy Srednig arytmetyczng jader Dirichleta

Kolw) = —— " Di(a).

n-+1

K, nosi nazwe jadra Fejera.

Twierdzenie 4.1.
1 1—cos(n+ 1)z

n+1 1 —coszx

K(z) =

Dowo6d. Zauwazmy, ze (€ — 1)D,,(z) = /"7 — e==  Stad

(n—i—l)Kn(x)(em—l)(e*i”‘“—l) _ Z(ei(erl)x_efimx)(efinz_l) _ 2_ei(n+1)x_€f(n+1)z.

m=1
Ostatecznie
K, (x) = 1 2—2cos(n+ 1)1‘.
n+1 2—2coszx
O

Whiosek 4.2. K,,(z) >0 oraz [*_K,(z)dz = 2.

Cwiczenie 4.1. Udowodnij, ze dla kazdego € > 0 mamy

lim K,(x)dz = 0.

=0 Jec|z|<n
Twierdzenie 4.3. Jesli f jest funkcjq ograniczong catkowalng ciggltq w ty, to

n—oo 27T

Dowod. Zostawiamy jako Cwiczenie 4.2. Zastosuj wskazowke z ¢wiczenia
3.5. O

Whniosek 4.4. Jesli f jest funkcjq ciggltq 2 okresowq, to %f x K, dazy do f
jednostajnie.

Jest to przepis na przyblizanie funkcji ciagtych wielomianami trygonome-
tryczny.

Oznacza to, ze szereg Fouriera ) f(n)e funkcji f (ograniczonej) jest su-
mowalny metodag Cesaro do f w punktach ciagtosci.

Cwiczenie 4.2. Zalozmy, ze {a, }2, i {b,}°, sa ciagami liczb zespolonych.
Niech By = S2F_ by, (By = 0).

a) Udowodnij wzor na sumowanie przez czesci

N N-1

Z anb, = anyBy — apBy—1 — Z (Apy1 — ay) By,
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b) Wywnioskuj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregu: jesli sumy czesciowe
szeregu » b, sa ograniczone, a a, maleje monotonicznie do zera, to Y a,b, jest
zbiezny.

Cwiczenie 4.3. Niech f(z) = (7 — 2)/2 dla 0 < < 7 bedzie funkcja
nieparzysta 2m okresowa. Wyznacz jej szereg Fouriera. Udowodnij, ze jest on
zbiezny w kazdym punkcie, mimo, ze funkcja nie jest ciaggta.

Cwiczenie 4.4. Udowodnij, ze

[ 110 r e mPa 0

—T

dla funkcji f € L? przy n — oo.

5. JADRO POISSONA.

5.1. Srednie Abela. Dla szeregu liczbowego Yoreocr 10 <r <1 rozwazamy

sume
o0

A(r) = Z cpr®.
k=0
Nosi ona nazwe Sredniej Abela. Moéwimy, ze szereg jest sumowalny metoda
Abela, gdy granica

}NI_IH Ar)=s
istnieje.
Cwiczenie 5.1. Wykaz, ze szereg 1 — 2 + 3 — 4 4+ 5 — ... jest sumowalny

metoda Abela, a nie jest sumowalny metoda Cesaro.
Mozna wykazaé¢, ze zbiezno$¢ pociaga sumowalnosé w sensie Cesaro, sumo-
walnosé w sensie Cesaro pociaga sumowalnos¢ w sensie Abela.

5.2. Jadro Poissona. Rozwazmy szereg Fouriera funkcji f

f(8) ~ i f(n)em = ianeme
Zdefiniujmy $rednie Abela _ )
DO = 3 e
Woéwezas N
A0 =3 (5 /_ : Ft)e ™ dt) e
(5.1) —o0

_ % /_ : 7o) ( irnem@”) dt

Zdefiniujmy jadro Poissona wzorem

P.(0) = Z rinlgind.
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Woéwcezas

A(f)(6) = o= * PA(6).

Twierdzenie 5.2.
1—1r2

T 1 —2rcosf+r2

P.(0)

Dowo6d. Cwiczenie 5.2. 0O
Cwiczenie 5.3. Wykaz, ze P, > 01 [T P.(t)dt = 2.
Cwiczenie 5.4. Wykaz, ze dla kazdego 6 > 0 mamy
lim P.(t)dt = 0.

r=l Js<itj<n

Whniosek 5.3. Jesli f jest funkcjg ograniczong, to

Ar(f)(to) — f(to)
dla ty bedgcego punktem ciggtosci f.

Dowo6d. Cwiczenie 5.5. O

Twierdzenie 5.4. Dlia funkcji f,g catkowalnych ograniczonych w sensie Rie-
manna na T (L*(T) w sensie Lebesgue’a) mamy

[ f0a@ it =20 Y Fn)ito)

Dowoéd. Dowod wynika z nastepujacej rownosci dla iloczynu skalarnego (ze-
spolonego)

1 : : : :
(w.y) = 7z +yl* = lle =yl +illz + iyl —illz — iy])

oraz z rownosci Parsevala. O

Nie kazdy zbiezny szereg trygonometryczny jest szeregiem Fouriera funkcji
ograniczonej catkowalnej w sensie Riemanna (¢éwiczenie 5.19). Podamy teraz
inny przyktad szeregu trygonometrycznego nie bedacego szeregiem Fouriera
funkcji ograniczonej catkowalnej.

Niech f(t) bedzie funkcja nieparzysta na [—m, 7| rowna i(m — t) dla ¢t > 0.
Wiadomo, ze jej szeregiem Fouriera jest

eint
25

n#0

Rozwazmy szereg
int

>

n<0
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Wspotezynniki Fouriera szeregu sa sumowalne z kwadratem. Gdyby szereg ten
byl szeregiem Fouriera funkcji ograniczonej g, to

rinl =
A (9)(0) = TZ_ZE’
n<0 n=1

ktory rozbiega do —oo przy r — 1. Z drugiej strony

)01 < 5 [ lo(OIPe) dt] < sup g(e)

Cwiczenie 5.6. Niech f(z) = Xp.(2) bedzie funkcja charakterystyczna
odcinka [a,b] C [—7, 7.

a) Znajdz szereg Fouriera funkcji f.

b) Wykaz, ze jesli a # m lub b # 7 i a # b, to szereg ten nie zbiega absolutnie
w zadnym punkcie z.

c) Wykaz, ze szereg zbiega w kazdym punkcie.

Cwiczenie 5.7. Stosujac lemat R-L wykaz, ze dla funkcji f klasy C* 27—
okresowej mamy |f(n) = o(|n| ™), tj. |f(n)|n|F — 0, gdy |n| — oo. Jest to
wzmocnienie udowodnionego juz na éwiczeniach faktu |f(n) = O(|n|™*), tj.
|/ (n)|n|F jest ograniczone.

5.8. Niech f, fi bedzie ciagiem funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na
[—7, ] takim, ze

/_ﬂ fulw) — f(@)|dz 0

przy k — co. Wykaz, ze fr(n) — f(n) jednostajnie wzgledem n przy k — oo.

5.9. Udowodnij, ze jesli Y ¢, zbiega do s, to jest zbiezny w sensie Cesaro do
s.

5.10. Udowodnij, ze jesli Y ¢x zbiega do s € R, to Y _ ¢, jest sumowalny w
sensie Abela do s.

Wskazowka: Zaloz, ze s = 0 Dlaczego to wystarczy? Zastosuj wzér na sumo-
wanie przez czesci.

5.11. Jaka jest suma metoda Abela szeregu > (—1)" ?

5.12. Udowodnij, ze jesli Y ¢, jest sumowalny w sensie Cesaro do s, to jest
sumowalny w sensie Abela do s.

Wskazowka: Y o c,r™ = (1 =71)2>"  no,r". Zaloz o = 0.

5.13. Wykaz, ze szereg 1 —2+3 — 445 — 6+ ... jest sumowalny w sensie
Abela, a nie jest sumowalny w sensie Cesaro.

Wykazemy w ten sposéb, ze

sumowalno$¢ = Cesaro = Abel

i ze strzalek nie mozna odwrocié.

Cwiczenie 5.13. Ponizsze twierdzenie Taubera mowi, ze przy dodatkowych
zalozeniach strzatki mozna odwrocic.

a) Jesli Y ¢, jest sumowalny metoda Cesaro do o i ¢, = o(n™1), to >_ ¢ jest
sumowalny do o.

Wskazowka: s, — o, = [(n — 1)¢, + ... + c2]/n.

b) Przy powyzszych zalozeniach wykazaé¢, ze sumowalnos¢ w sensie Abela
pociaga sumowalnosé.
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Wskazowka: Oszacowaé roznice 27]1\]:1 Cp 1 ij:l Cpr™, gdzier =1—1/N.

5.14. Udowodnij, ze jesli f ograniczona i catkowalna ma granice jednostronne
w tg, to % f * P.(ty) zbiega do $redniej arytmetycznej granic. To samo dla
%f * Ky (tO)

5.15. Nadladujac dowdd z wyktadu ¢éwiczenia 3.5 udowodnij, ze teza po-
zostaje prawdziwa, jesli zalozymy, ze f spelnia warunek Lipschitza w ty tj.
f(t) = f(to)| < Mt —tol.

5.16. Udowodnij, ze przestrzen (?(Z) jest zupelna.

5.17. Skonstruuj ciag funkcji fi ograniczonych i catkowalnych takich, ze

lim |fk|2 = 07
k—o0 .
ale limy_,, fx(t) nie istnieje dla kazdego t.

5.18. Niech {a;}3° _ bedzie réwne ap = k! dla k > 0; a, = 0 dla k < 0.
Mamy {a;} € [*. Wykaz, ze nie ma funkcji f calkowalnej w sensie Riemanna i
ograniczonej takiej, ze aj, = f(k).

5.19. Wykaz, ze ) -, ﬁ sin nx zbiega dla kazdego x, ale szereg ten nie jest
szeregiem Fouriera funkcji ograniczonej catkowalnej w sensie Riemanna.

5.20. Wykaz, ze szereg Fouriera funkcji f € C(T) jest bezwzglednie
zbiezny.

Wskazowka: Zastosuj nieréwnosé Cauchy’go-Schwarza i rownosé Parsevala
do f'.

5.20. Niech f bedzie 27— okresowa i catkowalng w sensie Riemanna na
[—m, 7]. Wykaz, ze

£ 1 " T\ —inx
f(n)——%/_ﬂf(xjtﬁ)e dx.
Wywnioskuj, ze

fn) = - / @) - fla+ %)]e_”w dz.

:E ,

b) Zaloz, ze f spetia |f(x +h) — f(x)| < C|h|* dla pewnej statej 0 < a <1
i C > 0. Wykaz, ze
f(n) = O(|n|™%).
5.21. Zaloz, ze w poprzednim zadaniu o = 1. Woéwezas f(n) = O(|n|™!) i

nic nie mozemy na razie powiedzie¢ o zbieznosci bezwzglednej szeregu Fouriera.

a) Dla h > 0 zdefiniujmy gn(x) = f(z + h) — f(z — h). Udowodnij, ze
1 .
g ol = S Alsmmn 1 o

Nastepnie udowodnij
> Isinnh|f(n)* < KB,
b) Niech p € N. Niech h = 7/2PT!. Wykaz, ze

A K?r?
Z [f(m)* < 92pt1

2p—1<|n|<2p
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¢) Oszacuj 3 o1 jp<or |f(n)| i wywnioskuj, ze szereg Fouriera jest bez-
wzglednie i jednostajnie zbiezny.
Wskazowka: Nieréwnosé Schwarza.

6. ZASTOSOWANIA SZEREGOW FOURIERA.

6.1. Nieré6wnos$¢é izoperymetryczna. Problem: znalezé¢ zamknicta krzywa
na plaszezyznie o zadanej dtugosci (powiedzmy 27) ograniczajaca obszar o naj-
wiekszym polu. Rozwiazemy ten problem przy dodatkowych zalozeniach na
krzywa. Zatozenia:

krzywa nie ma samoprzeciec,

krzywa jest klasy C*.

Niech v(s) = (z(s),y(s)) bedzie parametryzacja krzywej. Mozna zatozy¢
(bez straty ogolnosci) ze |v/(s)| = 1. Wowczas za zbiér parametrow s mozemy
przyjac [0, 27].

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.1. Niech A bedzie polem obszaru ograniczonego krzywq spet-
niajgcq powyzsze zatozenia. Wowczas A < w. Rownos$é zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy v jest okregiem o promieniu 1.

Dowo6d. Mamy 2/(s)? +4/(s)? = 1. Z twierdzenia Greena dla catek krzywoli-
niowy mamy

A=1
2

; /Oﬂx@)y’(s) — y(s)a'(s) ds| .

/@@—ym)

Y

Niech z(s) ~ > a,e™, y(s) ~ > b,e" beda szeregami Fouriera. Wowczas
2/(s) ~ > anine™®, y'(s) ~ > byine™ sa szeregami pochodnych. Z réwnosci
Parsevala mamy

A =7 n(anb, — baay)l,

> Il (lanl + [ba?) = 1.
Zauwazmy, ze
(6.2) by — bnln| < 2]an|by| < |an|* + [ba]*.
Poniewaz |n| < |n|? (réownosé jedynie dla n = —1,0, 1) mamy

A< Y nP(anf + buf) = 7.

Jesli A=, to
2(s) = a_1e7" +ag + are”, y(s) =b_je”" + by + bre”,
bo |n| < |n|* dla |n| > 1. Ponadto funkcje z(s),y(s) sa rzeczywiste. Zatem
a_1 =ay, b_y = by. Wiec 2(Ja1|* + |01]*) = 1. Ponadto w nieréwnosciach (6.2)
mamy réwnosci. Co daje |ai|*> = |by]? = ;. Czyli

ela eiﬂ
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7 tego, ze 1 = 2|aib; — byar| wynika |sin(a — 8)| =1, czyli o — 8 = kn 4+ 7/2.
Ostatecznie

x(s) = ag + cos(a + s), y(s) = by £ sin(a + s).

Uzupelnienia.

6.2. Calka Stiltjesa po przedzialach domknietych. Niech o bedzie funk-
cja niemalejaca na [a, b]. Dla funkcji ograniczonej f na [a,b] i podzialu P:
a=2xy)< T < Ty <..<x,=>bwprowadzamy sume gérna i dolng wzorem

n—1
f>04 P Zmz 371+1 (33'1) = ZmiAOCi,

S f Q, P ZMz Iz+1 ( z) = ZMZAO@,

gdzie m; = infoefz, 0] f(x), M; = Sup,ey, 4,1 f(2). Jesli P’ jest zageszcze-
niem podzialu P, to

§(f70‘7p> §§<f7a>Pl) Sg(f7a7pl) g?(f,a,P)

Funkcja f jest catkowalna w sensie Stiltjesa, gdy supremum sum dolnych jest
rowne infimum sum goérnych. Wowczas wielko$é te oznaczamy przez fab fda,

lub fabf(x)doz(a:)
Lemat 6.3. Jesli f ciggta o niemalejgca, to f catkowalna w sensie Stiltjesa.

Lemat 6.4. (wzor na catkowanie przez czesci) Jesli f klasy C' na [a,b] i
niemalejgca, to

/ fda = f(b)a(b) — f(a)a(a) - / f(@)alz) du

Dowod. Niech P bedzie podziatem przyblizajacym catke f: f da. Mamy
(6.5)

[ 7dan 3 sfatng - atw)
= f(@n-1)a(zn) — f(zo)a(wo)
= (ale)(f(mr) = fl@o)) + alw2)(f(z2) = f(a1))

+ ales) (f(w5) = [(22)) + o+ alwn ) [(@n1) = flwn2))
= f($n—1)a($n) - f@o)a(xo)
~ (@) f(E)Aw + alws) (€ AT + .. + alwn 1) (€0 1)AT, 1 )

~ FB)a(d) - fla)ala) - / f'(@)alz) do
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o ile podziat P jest wystarczajaco gesty. O

Lemat 6.6. (drugie twierdzenie o wartosci $redniej) Jesli f(x) jest funkcjq
ciggta na [a,b] a a(x) niemalejacq na [a,b], to istnieje ¢ € [a,b], Ze

f(x)a(x)dz = a(b—)/ f(x)dx + a(a+) /Cf(x) dx

Dowod Niech a,, b, € (a b) deQ takie, ze a, — a, b, — b. Wowczas
f fl@)a(z)dr = lim, f f(z)a(z)dx. Niech F(z) bedzie funkcja pier-
wotna do F F' jest klasy cr. Stosujac wzor na catkowanie przez czesci mamy

bn

by,
f(x)a(x)dx:/ F'(z)a(z) dx

an

)(F(en) = Flan)) + a(bn>(F(bn) — F(cn))
alay, / f(t)dt + (b, ) f(t)dt

W drugiej réwnosci istnienie ¢, € [an,b,| wynika z z twierdzenia o wartosci
sredniej. Przechodzac ewentualnie do podciggu mozemy przyjac, ze ¢, zbiega
do ¢ € [a,b] i otrzymujemy teze. O

6.3. Funkcje klasy C*> o no$niku zwartym.

Lemat 6.8. Niech f(x) = e dlax#0 f(0) =0. Wowczas f jest funkcja
klasy C* takq ze f™(0) =0 dlan =0,1,2....

Lemat 6.9. Niech g(z) = 0 dla x < 0, g(z) = e dla x > 0. Wowczas
g € C*(R).

Lemat 6.10. Niech h(z) = g(x)g(1 — z), gdzie g jest z poprzedniego lematu.
Wowczas h € C°, nosnik h wynosi [0,1], h > 0.

Lemat 6.11. Niech ¢(x) = f h(t)dt, gdzie h jest z poprzedniego lematu.
Wowczas ¢ € C*(R), ¢(z) =0 dlaxSO, dlx)=c>0dlax>1, ¢(x) #0
dla z € (0,1).

Lemat 6.12. Niech ¢'(x) = ¢(tx), t > 0. Wowczas ¢* jest klasy C*, ¢'(x) =0
dlax <0, ¢'(x) =c>0dlax>1/t, ¢* >0.
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Wnhniosek 6.13. Dia kazdego przedziatu [a,b] i § > 0 (matego) istnieje funkcja
€ CX taka, ze v > 1 suppt C [a,b], ¥ =0 na [a+6,b—0].

6.4. Rozwazania dotyczace gestosci wielomianéw trygonometrycznych
w przestrzeniach LP(—m, 7).

Lemat 6.14. Jesli f € L'(—m,7) i f(n) = 0 dla kazdegon € Z, , to f = 0.

Dowo6d. Zaloimy, ze f(n) = 0 dla wszystkich n. Jesli ||f|[zr # 0, to ist-
nieje funkcja g - ciagla i 2m-okresowa, ze [ f(x)g(x) dz # 0. Ale wielomiany
trygonometryczne W, = %g x I, przyblizaja jednostajnie g. Zatem

0= [ Wa@is@rde = [ o 20

uzyskujemy sprzecznosé¢. O

Lemat 6.15. Uklad 3=¢™, n € 7Z, jest zupelny w L*(—m, ), lub inaczej wie-
lomiany trygonometryczne leza gesto w L?.

Dowé6d. Niech f € L*(—m, 7). Niech s,(z) = 37, <, f(k)e** bedzie sumg
czeSciowy szeregu Fouriera. Wiemy, ze s, zbiega w L? do funkcji g. Zatem
zbieznoé¢é, na mocy nieréwnosci Schwarza jest takze w L'. Zatem g(k) =
limy, $,(k) = f(k). Zatem f — g jest funkcjg w L' o znikajacych wspolczyn-
nikach Fouriera. Zatem f = g. Co daje, ze wielomiany trygonometryczne s,
zbiegaja do f w L% O

Lemat 6.16. Wielomiany trygonometryczne lezg gesto w LP(—m,m), 1 < p <
00.

Dowo6d. Udowodnimy dla p = 1. Niech f € L'. Woéwczas fy = f(x) jesli
|f(z)| < N, fx(z) =0jesli | f(z)] > Nsaw L?i f, — f w L. Ustalmy & > 0.
Niech fy takie, ze ||f — fn|lz1 < . Wybierzmy taki wielomian trygonome-
tryczny Waby [|[W—fxlz2 <e. Wtedy [|f=W(rr < [|f=fxllo+[/n=W( <
et |lfn—Wlpn <e++V2re O

6.5. Istnienie funkcji ciggtej o rozbieznym szeregu Fouriera. Niech g =
999/1000. Niech ny bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Wiemy, ze
I|D,|| > cInn. Dla kazdego k € N niech f; bedzie funkcja ciagta 2mw-okresowa,
ze || felloo <11

/ feDuy > qll Doy l10-

Okreslmy ciag ¢, € {—1, 1}, tak aby

T € € €k 1
’/ (fi+ 4—;f2 + 4—2f3 + ..+ 47fk)Dn1 >(q— 55— - 47)||Dn1||L17
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" €2 €3 €k q 1 1

[ 2 he B he et D 2 (= = = @Dl
T €9 €3 Ck q 1 1
7,,(f1 + @fz + Ef:a + ...+ 4—kfk)Dn3 > (@ TR E)||Dn3”Ll7

q
> 4—k|\anHL1-

T € € €
/ (fi + 4—§f2 + 4—§f3 + ..+ 4_:fk)an

—T

Szereg funkcyjny fi1+ B fo+ 5 fs + ...+ fr jest sumowalny jednostajnie do
funkcji ciaglej f. Mamy

‘ / 7; (@)D, () da

gdzie ¢, = & — ;@1 — 752 — -~ > 0. Dobieramy teraz ciag ny takie, aby
CkHanHLl — Q.

S CkHanHLl)

7. ELEMENTARNA TEORIA TRANSFORMACJI FOURIERA W R

7.1. Funkcje calkowalne na R. Studenci znajacy catke Lebesgue’a moga
przyjaé, ze wystepujace w tym rozdziale funkcje naleza do L'(R). Z uwagi,
ze wiekszos¢ stuchaczy nie zna jedynie teorie calki Riemanna, musimy doko-
na¢ pewnych ograniczen na funkcje, tak aby uniknaé probleméw definicyjnych
zwiazanych ze zbieznoSciami catek.

Moéwimy, ze funkcja f ma umiarkowane malenie, jesli jest kawatkami ciggla,
catkowalne na kazdym przedziale [a, b] i istnieja state € > 0 and A takie, ze

A
(7.1) |f(z)] < W

Klase tych funkcji oznaczaé¢ bedziemy przez M(R). Tworzy ona przestrzei
wektorowa. Ponadto jest niezmiennicza na dylatacje f(tx).
Cwiczenie 7.1. Wykaz, ze dla funkcji f € M granice

N

o[ e
N

lim |f(z)] dx

N,M—oc0 M
istnieja. Granice te bedziemy oznacza¢ odpowiednio

/: f(z) de, /: (@) da.

Twierdzenie 7.2. Dla funkcji f,g € M mamy

[e.e]

/Oo(af(x) —i—bg(x))dx:a/z () dx+b/ g(x) dx,

o0 —00
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| tande= [ f@as

5_1/00 f(&:z:)dx:/oo flz)dx 06 >0,

/ @ —y) — f@)|dz =0 prayy -0

—00

frge M, gdzic fxgle)= / fx—y)g(y) dy.

Operacja f * g nosi nazwe operacji splotu.

Dowo6d. Dowody pierwszych czterech wlasnosci zostawiamy jako Cwiczenie
7.2. Przy dowodzie wlasnosci czwartej zaltoz, ze f jest funkcja ciagta (dowod w
pelnej ogoélnosci wymaga dosé subtelnych argumentéw). Aby dowiesé wlasnosé
piata zalozmy, ze f spelia (7.1) z wykladnikiem e, a g z €9. Niech 0 < € =
min(eq, £2). Wowcezas

£rg@) < [ 1@~ v)gw)ldy
(7:3) <C [ Q- g o) dy
<C e <O+ |2t
lz—y|<|z|/2 lz—y|>|x|/2

O

7.2. Definicja transformacji Fouriera na R. Dla f € M definiujemy trans-
formacje Fouriera funkcji f w punkcie £ wzorem

fo= [ " e d

Cwiczenie 7.2. Wykaz, ze f — f, jest odwzorowaniem linjowym oraz

f#9(€) = f(©)3(9)-
Twierdzenie 7.4. Jesli f € M, to fjest funkcjq ciggtq.

Dowo6d. Ustalmy e > 0. Zalozmy, ze f spetia (7.1) z wyktadnikiem ¢ > 0.
Wowecezas istnieje N > 0 takie, ze

| f(a)e?™e dz| < | |f(z)|dz <e.
|z[>N |z| >N
Dalej
| f(x)(e%ria:g . 627rix§’) dl’| < C/ |€27riac§ . 627ria:§’| dr — 0
|z|<N |lz|<N

przy & =& O
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7.3. Klasa Schwartza na R. Klasa Schwartza S(R) nazywamy zbior funkcji
f klasy C* na R takich, ze dla kazdych liczb catkowitych [,k > 0 mamy

suIIR?(l + \m])k]f(l)(x)\ < 0.
xe

Sa to funkcje ktore maleja wraz z wszystkimi pochodnymi szybciej niz odwrot-
nosé¢ kazdego wielomianu.
Cwiczenie 7.3. Jedli f € S, to f'(x), xf(z), f(x — h) takze sa w tej klasie.
Cwiczenie 7.4. Klasa S tworzy algebre (mnozenie punktowe funkcji).
Cwiczenie 7.5. Funkcja f(z) = e~17” jest elementem S.

Twierdzenie 7.5. Jesli f € S, to
(i) transformacjq Fouriera funkcji f(x + h) jest f({)ezmh£
(ii) transformacjq Fouriera funkcji f(x)e=?™@h jest f(f + h)
(iii) transformacjq Fouriera funkcji f(0x) jest 61 f(671€)
(iv) transformacijq Fouriera funkcji f'(x) jest 2mi€ f(€)
(v) transformacjq Fouriera funkcji —2mix f(x) jest d%f(f)

Dowo6d. Dowody pierwszych trzech wilasnosci sa Cwiczeniem 7.6. Aby
udowodnié (iv) catkujac przez czesci mamy

N N
/ f/(m)efwrixé dr = [f(x)ewaixf]iil_VN _ 27”;5/ f(x)€2wix§ dz.
-N N

Biorac N — oo mamy (iv).
Aby udowodnié¢ (v) rozwazmy

fle+ h})L ) B (—%f)(f) _ /_C: f(x)e_zm'xé [# + 2mix| dx.

Poniewaz f(x) i szybko maleje w nieskoriczonosci i
—2mizh
e -1
T <+ al)
niezaleznie od h (dlaczego?) dla ustalonego € > 0 istnieje N, ze
—2mizh

/ | f(z)e2mwe [e— + 2miz||dz < e.
j2|>N h

e—27‘ri:rh71
h

Ponadto biorac |h| mate mamy | + 2miz| < e dla |z| < N. Stad teza.

O

Whiosek 7.6. Jesli f € S, to f eSs.

Dowoéd. Cwiczenie 7.7. Wskazowka: zastosuj (iv) i (v). O
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7.4. Jadro Gaussa na R. Rodzine funkcji
7\'$2
he(z) = 7Y%=

nazywamy jadrem Gaussa.
Cwiczenie 7.8. Wykaz stosujac twierdzenie Fubiniego i zamiane zmiennych

na biegunowe, ze
o0
2
/ e ™ dx = 1.
—00

Twierdzenie 7.7. Niech h(z) = hy(x). Wowczas h(€) = h(€).

Wowczas [ hy(x)de = 1.

Dow6d. Zdefiniujmy F(€) = h(€). Z éwiczenia 7.8 mamy F(0) = 1. Ponadto

F'(§) = /00 (—2miz)h(x)e 2™ dy = i/oo W (2)e ™ dp = —27EF(€).

[e.e] —00

Niech G(£) = F(£)e™’. Wowezas G(0) = 11 G'(€) = 0. Stad G(€) = G(0) = 1.
Co daje teze. O

Whiosek 7.8. hy(£) = e ™.

Dowo6d. Cwiczenie 7.9. 0O

Jadro Gaussa tworzy tak zwang jednos¢ aproksymatywna, bo spelnia naste-
pujace warunki jednosci aproksymatywnej Cwiczenie 7.10

(7.9) / hs = 1

(7.10) /|h5| <M

(7.11) dla kazdej liczby 1 > 0 mamy / |Ks| = 0 przy 0 — 0

|z[>n

Lemat 7.12. Jesli Ky jest jednosciq aproksymatywng (spetnia (7.9) — (7.11),
to dla f € S mamy

lim f * Ks(x) = f(x)

6—0
jednostajnie wzgledem x.

Dowo6d. Mamy
(7.13)

£ Kale) = @) = | [ Ks0)lf(@~ ) - fa)) e
_/|< fla—t)— <>||K5<>|dt+/ @ —t) — f@)||Fs(t)] db

|z|>n
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Ustalajac n > 0 mate mamy, ze pierwsza caltka jest mata. Nastepnie korzystajac
z (7.11) mamy, ze druga calka dazy do zera przy 6 — 0. O

7.5. Odwro6cenie transformacji Fouriera, wzér Plancherela.
Lemat 7.14. Dia f,g € S mamy
[ t@it@yde = [ fwrgte) ds

Dowo6d. Lemat wynika z twierdzenia Fubiniego. O

Twierdzenie 7.15. (wzor na odwrdcenie) Dia f € S mamy

f(z) = / F()emin€ d.

Dowod. Niech Gy(z) = e ™%, Stosujac twierdzenie 7.5 mamy

(7.16)
o) =tim [ o = )ma() de = lmy [ o~ )Gt de

zljm/f(£)€2wix£eﬂ6£2 dfz /f(§)€27ria:£ df

6—0

co dowodzi twierdzenia.

Whniosek 7.17. Transformacja Fouriera przeksztatca S na S wzajemnie jed-
noznacznie.

Cwiczenie 7.11. Udowodnij, ze dla f,¢ € S mamy

fxgeS8
frg=gxf
Oznaczmy
113 = [ 1f)P do.
Mamy

Twierdzenie 7.18. Dla f € S mamy
1fllze = [I.fllz2-

Dowo6d. Dla f € S niech f(z) = f(—x). Woéwczas ?(5) — f(€). Niech
h= fx* f. Mamy

he) = fOP / (@) dz = h(0) = / i(e) de = / O de.
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Cwiczenie 7.12. Sprawdz, ze dowody twierdzenn na odwrocenie transfor-
maty i rownosci Plancherela zachodza przy zalozeniu, ze f i f maja umiarko-
wane malenie.

7.6. Réwnanie ciepla. Réwnaniem ciepta nazywamy rownanie rézniczkowe

ou  *u

ot dx®
jest to réwnanie opisujace temperature nieskonczonego preta w chwili czasu ¢.
Biorgc transformate Fouriera po zmiennej x w powyzszym réwnaniu dostajemy

ou

—(&,1) = —4Am2E20(E, 1),

() &S, 1)
Rozwiazujac, to réwnanie rézniczkowe mamy

a(E 1) = A(Ee e
dla pewnej funkcji A(§). Wstawiajac ¢ = 0 mamy A = 4(&,0). Zdefiniujmy
H,y(x) = (4mt)~Y2e~2*/4 mamy
Ht (6) 747r2t§2
Stad u(&,t) = A(E )7:[t(5 ). Tak wiec sugeruje to nam, ze rozwiazaniem réwnania

ciepta jest

u(z,t) = ug * He(x), up(x) =u(x,0).

Twierdzenie 7.19. Dia f € S it > 0 niech
u(e, 1) = (f = Ho) @),

Wowczas

(i) Funkcja u jest klasy C? i rozwigzuje réwnanie ciepla.

(i1) u(xz,t) — f(z) jednostajnie przy t — 0. Sted ktadgec u(z,0) = f(x)
mamy, ze u jest ciqg%a w domknieciu gornej potptaszczyzny.

(iii) 7 |u(z,t) — f(z)*de =0 przy t — 0.

Dowo6d. Mamy
o) = [ flee e i

Rozniczkujac pod znakiem calki otrzymujemy (i)
(i) wynika z faktu, ze H; tworza jedno$é¢ aproksymatywna.
Aby udowodnié (iii) stosujemy wzor Plancherela

[ttt = f@)P o = [ fito,t) - fla)Pa = / ()l — 1] de.

Zauwazmy, ze ostatnia catka zbiega do zera przy ¢t — 0.
Cwiczenie 7.14. Udowodnij, ze funkcja u z twierdzenia 7.19 nalezy jedno-
stajnie do klasy Schwartza, tj. dla kazdego T" > 0 i kazdego k,l > 0 mamy

sup  |z/F ’—u(z t)‘ 0.
z€R, 0<t<T
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Twierdzenie 7.20. Zaldzmy, ze u(x,t) spetnia nastepujgce warunki:
(i) u jest ciggta w domknieciu gornej potptaszczyzny,
(11) w spetnia rownanie ciepta dlat >0
(111) u(x,0) =0
(i) u(z,t) € S(R) jednostajnie wzgledem t (por. éwiczenie 7.14).
Wowczas u =0

Dowo6d. Zdefiniujmy energie

_ / iz, )2 da.

Wowczas E jest funkcja ciagla nieujemna dla ¢ > 0. Pokazemy, ze jest funkcja
malejaca. Dla ¢ > 0 obliczmy

E'(t) = /R (Opu(z, t)u(z, t) + u(z, t)dpu(z,t)) du.

Mamy dyu(z,t) = O2u(x,t), dyu(z,t) = O*u(x,t). Stad podstawiajac a nastep-
nie catkujac przez czesci mamy

E'(t) = —/ (Dpudyt + Opud,ytl) da = —2/ 10,u|? dz < 0.
R R

Tak wigc E jest funkcja malejaca dla ¢ > 0 i ciagla na [0,00). Stad 0 < E(t) <
E(0)=0. O

Cwiczenie 7.15. Niech f = x|_11), 9(z) =1 —|z| dla |z| < 1i g(x) = 0 dla
|z| > 1. Znajdz fig.

Cwiczenie 7.16. Zalézmy, ze f ma umiarkowane malenie. Udowodnij, ze f
jest funkcja ciagta.

Cwiczenie 7.17. Zalozmy, ze f ma umiarkowane malenie i f(£) = O(|¢]~+
przy || — oo dla pewnej statej 0 < a < 1. Udowodnij, ze istnieje M > 0, ze

[f(z+h) = fz)| < M|

Cwiczenie 7.18. Niech a < b i niech f(z) = e /@0 /=) dlag <z < b
i f(x)=0dlaz ¢ (a,b). Dowies¢, ze f € C*.

Udowodnij istnienie funkcji F' klasy C'*° takiej, ze F(x) = 0 dla z < a,
F(x)=1dlax >b. i F jest &cisle rosnaca w (a, b).

Udowodnij teraz istnienie funkcji nieujemnej przedziatami monotonicznej g
klasy C* takiej, ze g = 0 dla x ¢ (a,b), g =1 na [a + 0,b — J].

Cwiczenie 7.19. Niech f bedzie funkcja ciggta o umiarkowanym maleniu.
Udowodnij

a) f jest funkcja ciagla i limyg| o0 f&) =0

b) Jesli ponadto f(§) = 0 dla wszystkich &, to f = 0.

Cwiczenie 7.20. Jesli f ciagta o umiarkowanym maleniu spetnia [ f(y)e ¥ 2 dy =
0dlaxeR,tof=0.

Cwiczenie 7.21. Niech f bedzie funkcja o umiarkowanym maleniu. Wow-
czas

[ (1= B sgemss= ey
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gdzie
sin Tt R\ 2
(7.21) Fa(t) = R( e )
Udowodnij, ze Fr tworzy jedno$¢ aproksymatywna przy R — oco. Nazywa sie
ona jadrem Fejera.
Cwiczenie 7.22. Udowodnij ze rozwiazanie réwnania ciepla dane przez
u = f*H, gdzie f € S jest ciagle do brzegu i znika w nieskorniczonosci, tj.

u(z,t) -0 gdy |z|+t— oo.

7.7. Rownanie Laplace’a w gornej polplaszczyznie. Niech R? = {(z,y) :
x € R, y > 0}. Interesuje nas znalezienie rozwiazania nastepujacego réwnania
w Ri

0%u 0%u
Au(z = —(z — =0
(@,y) = 55 (@) + ayQ( ,Y)

z warunkiem brzegowym
u(z,0) = f(z).
Postepujac podobnie jak dla rownania ciepta rozwazamy transformacje Fouriera
(&, y) po u zmiennej x i dostajemy
2

24
—4m* (€, y) + a—;(f,y) =0

z warunkiem brzegowym

~

u(&,y) = f(&).
Jest to réwnanie liniowe zwyczajne drugiego rzedu, ktérego rozwiagzanie ma
postac
(€, y) = A(€)e W 4 B(g)e e,
Jesli pominiemy drugi sktadnik majacy eksponencjalny wzrost w nieskonczono-
sci (tj. potozymy B(§) = 0), i podstawimy y = 0, to otrzymamy

a(&,y) = f(&)e e,

Stad u jest zadane przez splot z jadrem, ktorego transformata Fouriera wynosi
—27[ély
e .

Mamy nastepujace

Twierdzenie 7.22.

—27|€ly 2milx _ = o
/6 ye d€ - 7T$2 + y2 - Py(x)7

/Py(x)ezmxf dr = e 2™l

Dowo6d. Pierwszy wzor obliczamy bezposrednio rozbijajac catke po prostej
na sume calek po symetrycznych pétprostych. Mamy

/oo o~ 2mEy 2mike dé = /OO e2mi(z+iy)¢ d¢ = _;7
0 0 2mi(x + iy)

i podobnie
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1

OO 2n€y 27ri£xd — )
/0 e ¢ 2mi(x — iy)

Dodajac uzyskujemy pierwszy wzor. Drugi wzoér wynika ze wzoru na odwroce-
nie. 0O

7.8. Zasada nieoznaczono$ci Heisenberga. Zasada ta orzeka, ze funkcja i
jej transformata Fouriera nie moga by¢ jednoczesnie zlokalizowane. Matema-
tycznie wrazi¢ to mozna w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 7.23. Niech ¢ € S, ||¢]|2 = 1. Wowczas

([2wwre)( [ewore) = s

Ponadto rouwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(7.24) (z) = Ae B,

B >0, A>=,/2B/~.

Dowod. Catkujac przez czesci, mamy

1= [ de == [ ol i) ds
= —/ (m//(x)m + xW;D(x)) dx.

Stosujac nieréwnos$¢ Schwarza dostajemy

(7.25)

1<2 / 2] b () ¢ ()] d

(7.26) 1/2 1/2
<2(2p@pde) (@)’

Zauwazmy, ze
Jw@pds =1 [P i

Dowdd, ze rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest jadrem Gaussa,
jest nastepnym ¢wiczeniem O

Cwiczenie 7.23. Udowodnij (7.24). Wskazéwka: réwno$é w nieréwnosci
Schwarza zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory sa proporcjonalne czyli

xy = c|f
Cwiczenie 7.24. Udowodnij, ze funkcja

u(z,t) = %’Ht(a:)

spelnia rownanie ciepta dla ¢ > 0 i limy_,g u(x,t) = 0 dla kazdego x, ale u nie
jest ciagta "do brzegu".
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7.9. Funkcje Hermite’a.
Cwiczenie 7.25. Funkcje Hermite’a hy(x) zdefiniowane sg przez funkcje
generujaca

- a2 st
Z hk(:v)y =e :
k=0

Udowodnij, ze mozna je zdefiniowaé alternatywnie jako
d\F
) = (-2 ( 1) e

*/2=2tat?) — v?/20—(x=D? | yagtosuj wzor Taylora. Wy-

,m2/2’ gdzie P jest wielomia-

Wskazowka: Zapisz e~ *
wnioskuj, ze kazda funkcja hy jest postaci Py(z)e
nem stopnia k.

Zauwaz, ze h, € S.

Cwiczenie 7.26. Udowodnij, ze uklad hy jest zupelny, tj. jesli f € S i

/hk(x)f(x) da = 0

dla wszystkich k, to f = 0.
Cwiczenie 7.27. Niech hj(z) = hi(v27rz). Wykaz, ze
hip(€) = (=) hi(©).
Stad hj sa funkcjami wtasnymi transformaty Fouriera.
Cwiczenie 7.28. Niech Lf(r) = —f"(z) + 22f(z) bedzie operatorem Her-
mite’a. Udowodnij, ze
Lhy, = (2k + 1)hg.
Wywnioskuj, ze fj, sa ortogonalne w L?.

Cwiczenie 7.29. Wykaz, ze ||h||2, = /72"k!]. Wskazowka: Rozwaz kwa-
drat funkcji generujace;j.

Uzupelnienia (dla studentéw znajacych caltke Lebesgue’a)

Lemat 7.27. Zbior funkcji ciggtych o nosnikach ograniczonych (zwartych) jest
gesty w LP(R), 1 < p < oo.

Dowoéd. Przeprowadzimy dla p = 1 Zalézmy, ze f € LY(R), suppf C
[—2,2] C [—m,7]. Ustalmy ¢ > 0. Na mocy twierdzen o gestosci przestrzeni
funkcji cigglych z poprzednich rozdzialéw istnieje funkcja ciagta ¢, ktora jest
2m-okresowa, ze ["_|f — ¢| < e. Niech 1 bedzie funkcja ciggly, ze 0 < n < 1,
n=1na[-22], n(z) = 0dla |z| > 7. Wowczas ["_|f —n¢| < . Zatem
istnieje funkcja ciggla ¢ = ng o nosniku w [—m, 7], ze [|f —¢| <e.

Jedli teraz f € L'(R) supp f C [—a, al, to g(x) = f(ax) ma nosnik w [—-1,1] C
[—2,2]. Zatem dla kazdego ¢ > 0 istnieje ¢ ciagta o nosniku zwartym, ze
Jlg(x) —¥(2)| < e/a. Zatem |f(z) —(z/a)ldz = a [ |g(z) — ¢ (z)|dz < e.

Jedli teraz f € L'(R) jest dowolna funkcja, to dla ustalonego € > 0 istnieje
a >0, ze f|x|>a |f| < e. Funkcja f; = f(x)’ } ma nosnik w [—a, al. Zatem

—a,a



SZEREGI I TRANSFORMATY FOURIERA 29

istnieje funkcja ¢ ciagla o nosniku zwartym, ze [ |fi—¢| < &, codaje [ |f—9| <
2¢. O

Lemat 7.28. Jesli [ jest funkcjq ciggly o nosniku zwartym, to f € Cy(R),
gdzie Co(R) oznacza przestrzen funkcji ciggtych magjacych granice zero w +oo
1 —0Q.

Dowo6d. Wystarczy pokazaé¢ granice, bo cigglos¢ juz byta. Niech supp f C
[—a,a]. Przyjmijmy, ze a > 1. Ustalmy ¢ > 0. Z ci@gloéci istnieje 6 > 0, ze
|f(z) — f(2)] < g/(4a) dla |z — 2| < 6. Niech |[¢] > §~!. Podzielmy prosta na
odcinki [z;,z;11] = I; o roztacznych wnetrzach i dlugosci |71 < 6. Mamy

(/ fla —Wfda; - ]/ flz;)e ‘2mfdx‘ < e| ;| /(4a).

Niech A oznacza te j dla ktorych I; N [—a,a] # 0. Mamy >, |;] < 4a.
Zatem

f@] =3 [ fae ] < </taa) T Il <

jEA

8. TRANSFORMACJA FOURIERA W R?

8.1. Oznaczenia i definicje. Elementy przestrzeni R? oznaczaé¢ bedziemy
przez x = (1, xg, ..., xq). Dlugosé wektora x = (xq, ..., 4) oznaczamy przez

|z = (2] + ... + 23) /.

Dla dwoch wektorow x = (1, ...,24), y = (y1, ..., Yq) 0znaczamy przez z -y lub
(x,y) ich iloczyn skalarny, tj.

d
-y = Zﬂijj
j=1

Wielowskaznikiem lub multyindekseem nazywamy d wyrazowy ciag a =
(a1, ..., aq) liczb catkowitych nieujemnych. Wielowskazniki oznaczaé bedziemy
greckimi literami. Dodajemy je jak wektory. Dlugoscia wielowskaZznika nazy-
wamy liczbe |a| = a3 +...+a4. Wielowskazniki dodajemy do siebie jak wektory.
Dla wielowskaznika o = (ay, ..., ag) oznaczmy

a1, 002 aqd
¢ = ot wy?

o (DN DN DN
b :<a—;cl> (a—xg) -~-<a—xd> "

W przestrzeni R? mamy podobnie jak w R translacje  — x + y i dylatacje
x +— tx. Ponadto wazna grupa przeksztalcen jest grupa obrotéw x — Ax, gdzie
A jest macierza ortogonalna (przeksztalceniem ortogonalnym), tj. przeksztal-
ceniem liniowym zachowujacym iloczyn skalarny.
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fle+y)de= | f(z)ds
Rd

Rd
ftx)yde =t~ [ f(z)dx
Rd R
flAz)de = | f(z)dx
Rd Rd

Przez S(R?) oznaczaé¢ bedziemy klase Schwartza, tj. zbior funkcji f takich,
ze
sup |z|*| D*f(x)] < Cop < 00
z€R4

dla wszystkich £ > 01 a.

8.2. Transformata Fouriera. Dla funkcji catkowalnej f definiujemy jej trans-
formate Fouriera

fl) = [ rje=<an

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.1. Dla f € S(R?) mamy
(i) Flo+ 1) (€) = F()erms
(ii) (f(2)e”>™* ") (&) = f(€+ h),
(iii) (f(t ))()—tdf( ')
(iv) (D*f)"(§) = (2mi§)* ()
(v) (—=2miz)* f(x)) (§) “£(€)
(vi) (f(Azx)) (&) = f(AE) dla obrotu A.

Cwiczenie 8.1. Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Whiosek 8.2. Transformata Fouriera odwzorowuje klase Schwartza S(RY) w
S(RY).

Funkcje f nazywamy radialng, gdy f(z) = f(y) jesli tylko |z| = |y| lub
inaczej f(x) = f(Ax) dla kazdego obrotu A.

Whniosek 8.3. Transformata Fouriera funkcji radialnej f € S jest radialna.

Cwiczenie 8.2. Transformata Fouriera funkeji rozdzielonych zmiennych

f(m) = fi(z1) fo(z2)... fa(za), f; € S jest iloczynem fj(gj).
Cwiczenie 8.3. Dla f, f € S zdefiniujmy splot

frgla)= | fle—y)gly)dy
R
Udowodnij, ze splot jest operacja przemienna oraz

Fxg(6) = f(©)3(©).
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Twierdzenie 8.4. Zatdzmy, ze f € S(RY). Wowczas

f@)= | Jeermede.

Dowod. Krok 1; zauwazmy, ze transformata Fouriera funkcji el jest rowna
—mlgf?
e .
Krok 2; Rodzina funkcji Ks(z) = 0~%2e™#°/% tworzy jednoéé aproksyma-
tywna.
Krok 3;

/Rd f(@)g(z) de = /Rd Fw)a(y) dy.

Stad wzoér na odwrocenie wynika z takiego samego rozumowania jak w przy-
padku jednowymiarowym
(]

Whniosek 8.5. Wzor Plancherela
[ fllzz = || fllz2

Cwiczenie 8.4. Udowodni¢ powyzszy wniosek.
Cwiczenie 8.5. Transformata Fouriera przeksztalca klase Schwartza na
siebie.

Zakonczmy nasze rozwazania nastepujacym twierdzeniem, ktorego dowod
wynika 7z faktu, ze funkcje klasy C™ o nosniku zwartym leza gesto w L'(IRY).

Twierdzenie 8.6. Lemat Riemanna-Lebesgue’a Jesli f € L'(RY), to f(£) —
0 przy [£| — oo.

» . . . d 2 .
8.3. Rownanie fali. Oznaczenia: * € RY, t € R, A = > i1 2, Interesuje nas
]
zagadnienie znalezienia rozwiazania zagadnienia Cauchy’oego dla réwnania fali
tj. rozwigzania rOwnania

2

@U(I7 t) - AU(Z‘, t)a

przy warunkach poczatkowych
0

ot
Rozwazmy transformate Fouriera v po zmiennej z. Woéwczas mamy
. >
—47T2|§‘2U(§, t) - ﬁu(éa t)

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja postaci

(&, t) = A(&) cos(27[€]t) + B(&) sin(27[E]t).

Warunki poczatkowe przechodza na

A~
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Rozwiazujac mamy

A(€) _ sin(2n[¢]t)

f(&), 2ml¢|B(€) = “onle]

Stad |
a(,t) = f(€) cos(2m|€|t) + g(g)%

Twierdzenie 8.7. Rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla rownania fali z
funkcjame f,g € S jest

. sin(27|€|t)

uant) = [ | [F©cosCmlelo) + () T e e

Dowod.
Sprawdzmy, ze catka zadaje rozwiazanie rownania fali. Istotnie rézniczkujac
pod znakiem catki mamy

(8.8) Au(x,t) = /Rd [f({) cos(27|&[t) +§<§)Sméi7|;|~|§|t)

Z drugiej strony rozniczkujac dwukrotnie wzgledem ¢ mamy

| (am2igyese< .

(8.9)
82 _ ¢ ~ SlIl(27T|§|t) T
grzuant) = [ [ —4mIeR ) cosameln) — antlePae) Ty dg

Ktadac ¢ = 0 mamy
uw0) = [ (@< = f(a).

Roézniczkujac jeden raz wzgledem t i potem podstawiajac ¢ = 0 mamy

0
a—?u(m,()) = g(x).
O
Dla rozwiazania u réwnania fali oznaczmy prze E(t) jej energie, to jest wiel-
kos¢ 12 B 12 G 12
u u u
E(t) = — — +...+ || dz.
<) /Rd 82& 81’1 8xd v
Mamy

Twierdzenie 8.10. Rozwigzanie rozwadnia fali dane przez powyzszy wzor ma
statq energie, to jest E(t) = E(0).

Dowod.
Dla liczb zespolonych a i b i liczby rzeczywistej a mamy
(8.11) lacosa + bsinal® 4+ | — asina + beosal? = |al® + |b]*.

Stad ze wzoru Plancherela mamy

/ %’2 dr = / | — 27|¢| £ (&) sin(27|€t) + §(€) cos(2r|[t)|? dE.
R R
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Podobnie

d
ou
L2

Stosujac (8.11) mamy teze.

Cdr = / [2rlelF(€) cos(2rlele) + gsin(2rlele)? de

8.4. Réwnanie fali w R3. Niech S? oznacza sfere jednostkowa w R3. Przez

f(y)do(y)
5'2
oznaczaé bedziemy calke powierzchniowa. Dla f € S(R3) oznaczmy przez
1
Mi(f)(z) = — [ [z —ty)do(v).
™ Jg2

Lemat 8.12. Jesli f € S(R?), to dla kazdego t mamy M;(f) € S(R?). Po-
nadto, My(f) jest klasy C* wzgledem t i kazda pochodna wzgledem t nalezy do
S.

Dowo6d. Cwiczenie 8.6. O

Lemat 8.13.

Ul e sin(2ne)
- miEY ] B St 3 VA
A /Sz ‘ () 27|¢|

Dowo6d. Zauwazmy, ze catka po lewej stronie jest funkcja radialng. Dlatego
wystarczy udowodni¢ dla & = (0,0, p). Dla p = 0 wzor jest oczywisty. Jesli
p > 0, to stosujemy wspotrzedne sferyczne i dostajemy, ze catka jest réwna

1 o " —2mipcosO _:

— e “mPesYsin 0 dfde.

ar Jo  Jo
Zamiana zmiennych u = — cos 6 daje

1 2w s . 1 u .
- / e~ 2miPeostsin 0 dfdp = / e 2P sin Gdf
47 0 0 2 0

IR
(814) — _/ 627rzpu du

24
sin(2mp)
~2nfeft
O
Mamy
— sin(27|&|t)

M) = O 72z
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Twierdzenie 8.15. Rozwigzanie rownania fali w R z warunkami poczqtko-
wymi u(x,0) = f(x), Ou(x,0) = g(x) dane jest przez

(e, 1) = SN @) + 1) ().

Dowod. Zalozmy, ze f(x) = 0. Wowczas rozwiazanie zagadnienia dane jest
przez

o SIn27|€6)T 9rin.
) =t [ —] it g
uat) =t [ (305 et e
= tMy(g)(x)
Jedli zalozymy teraz, ze g = 0, to rozwiazanie zagadnienia dane jest

at) = [ [F€)costamin)] =< g

(8'17) — at / JE szjgiu)} 2miz-€ df)
= O,(tM(f)(x))

(8.16)

O

8.5. Zastosowania. Transformata Radona, czyli jak sobaczyé wnetrze
bedac na zewnatrz.

Rozwazmy dwuwymiarowy obiekt O lezacy w plaszczyznie R?, o ktorym
mozemy myslec ze jest przekrojem plaszczyznowym ludzkiego organu. Zatézmy
poczatkowo, ze obiekt jest jednorodny (ma stata gestosé) i ze jest przeswietlany
bardzo waska wiazka promieni rentgenowskich. Jesli I jest intensywnoscia
wigzki na wejsciu, a I intensywnoscia wiazki na wyjsciu z obiektu, to zachodzi
nastepujaca relacja

I = Ie %,

gdzie d jest dlugoscia drogi jaka pokonuje promieri rentgenowski przechodzac
przez obiekt, a p jest tak zwanym wspotezynnikiem absorpcji, o ktérym mozemy
mysle¢ w naszym modelu, ze jest proporcjonalny do gestosci obiektu. Jesli
teraz gesto$¢ obiektu p zmienia sie z punktu do punktu (czyli jest funkcja
dwoch zmiennych: p = f(z,y)), to nasza zaleznos¢ pomiedzy intensywnoscia,
na wejsciu i wyjsciu przybiera postac

I =Iye e,

gdzie L jest linia wzdluz ktoérej wysylana jest wiazka. Wyobrazmy sobie,
ze mamy urzadzenie potrafigce wysyta¢ promienie rentgenowskie przez obiekt
wzdluz wszystkich mozliwych kierunkéw (prostych L) i mierzy¢ ich intensyw-
no$¢ na wejdciu i wyjsciu. Wowcezas logarytmujac powyzsza zaleznosé jestesmy
w stanie okresli¢ wszystkie mozliwe calki || ; p- Funkcje, ktora kazdej mozliwej
prostej L przyporzadkowuje catke [ ; p nazywamy transformata Radona (w lite-
raturze anglojezycznej zwana takze ” X-ray transform”) i oznaczana X (p)(L)
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lub R(p)(L), to znaczy
X = [ o
L

Interesuje nas nastepujace zagadnienie. Czy znajac wszystkie pomiary X (p)(L)
jest mozliwe odtworzy¢ funkcje p?

PrzejdZzmy teraz do precyzyjnego z punktu widzenia analizy fourierowskiej
zagadnienia odwrécenia transformacji Radona. Zbiér prostych na ptaszczyznie
R? mozemy sparametryzowaé¢ parami (¢, a), gdzie t € R, o € [0, 7). Dla (¢, )
przez L(t,«) oznaczamy prosta prostopadta do wektora (cos «, sin ), przecho-
dzaca przez (t cos a, t sin o). Prosta taka ma réwnie z cos a+y sin = t i mozna
ja opisa¢ parametrycznie wzorem R 3 u +— (t cosa + usin o, t sin @ — u cos ).

Dla funkcji f, nalezacej do klasy Schwartza S(R?), zdefiniujmy jej transfor-
mate Radona (X-ray transform) Rf(t,a), t € R, a € [0, 7], wzorem

(Rf)(t, ) :/ f:/ f(tcosa + usina, tsin a — u cos a) du.
L(t,a) —00

Cwiczenie 8.7. Przyjmujmy, ze f € S(R?). Wowczas Rf(t, o) przy ustalo-
nym « jest funkcja z klasy Schwartza zmiennej ¢. Ponadto

IRt a) = Rf(t, )|y < Cla— o],

Przy ustalonym « obliczmy jednowymiarowsg transformate Fouriera F funkcji
Rf(t,a) w punkcie &:

FRf(€,a) = /_ h e TR F(t, o) dt

o0

—/ mtf/ f(tcosa + usina, tsin o — ucos o)du dt
(8.18)

/ f T y —2mi(x cos a+ysin o §d$ dy

= f(Ecosa, Esin ).

Wykazalismy, ze jednowymiarowa (czesciowa) transformata Fouriera transfor-
maty Radona funkcji f okazuje sie by¢ dwuwymiarowa transformatag Fouriera
f funkcji f. Stosujac teraz wzoér na odwrocenie transformaty Fouriera, a na-
stepnie zamiane zmiennych na biegunowe, dostajemy

iL‘ y // 2mi( :c77+y5 77 5) d77 ds
R2

(8.19) = / / e2rilézcosatéysine) ¢ £(€ cos o, € sin o) dad€
—o0 J 0
— / / / 627ri(§accos a+&ysin «) |§|e_2”5tRf(t, O[) dt dozdf
—o0 J 0 —00

Wyprowadziliémy wzor na odwrocenie transformaty Radona.
Tak wiec znajac intensywnosci wiazek promieni na wejsciu i wyj$ciu mozemy
okresli¢ wyglad (gestosé) przeswietlanego obiektu O.
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Powyzsze zagadnienie ma swoje odpowiedniki w wyzszych wymiarach. Czy-
telnik zainteresowany tymi zagadnieniami moze znalez¢ szczegoty w [1].

Zakonczmy nasze rozwazania uwaga, ze w praktyce dysponujemy jedynie
duzg, ale skonczong ilo$cig pomiaréw. Dlatego praktyczne odtworzenie funkcji
p (z mozliwie doktadnym przyblizeniem) opiera sie numerycznych aproksyma-
cjach i komputerowych algorytmach i teorii tak zwanej szybkiej transformacji
Fouriera (fast Fourier transform).
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