EGZAMIN, ANALIZA 1A, 23.01.2012
8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru

(napisz TAK lub NIE).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich

przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Jesli podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz przynaleznos¢ jednego z nich do

zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.

Powyzsza punktacja zaktada, ze wynik bedzie podany w postaci uproszczonej - za po-
danie wyniku w postaci razgco nieuproszczonej, stracisz 0.2 punktu.
Zmienne m, n przebiegaja zbiér liczb naturalnych N ={1,2,3,4,5,...}

1.1. A= {m: 302 < m? <4n2}
n

infA=3
Czy kres dolny nalezy do zbioru A NIE

1.2. B= {m cAm? <n?< 5m2}
n
infB=1//5

Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE

1.3. C= {m: 3”<2m<4”}
n
infC'=log, 3

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' NIE

1.4. D:{m: 4m<2"<5m}
n

infD =log; 2

Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE

1.5. B = {m An g (m) < 27"}
n n

infE =2
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK

supA =2

supB =1/2

supC' =2

supD =1/2

supFk =3
Czy kres gérny nalezy do zbioru F TAK



EGZAMIN, ANALIZA 1A, 23.01.2012

8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie 2 .

Przy kazdym z ponizszych 15 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)
F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,

a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n— 10) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja

a) T(11) F

c) T(99) P

d) T(11)=T(22) P

f) T(44) = T(66) P

h) T(88)=>T(99) P

j) T(22) = T(66) P

1) T(44) = T(38) P

n) T(22) = T(88) P

T(n)=T(n+1) oraz wiadomo, ze implikacja T(73) = T(37) jest falszywa. Co mozna
wywnioskowaé o prawdziwosci zdania:

b) T(55) N

e) T(22)=T(11) P

g) T(66) = T(44) N

i) 7(99) = T(38) P

k) T(66) = T(22) N

m) T(88) = T(44) N

0) T(88)=T(22) F
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Zadanie 3 .

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—7) punktéw.

Czy podany szereg jest zbiezny (TAK/NIE)

a) i(@ﬂ)" NIE

55> (V41-7)" TAK

= 1
e NIE
)nz::l\/n—i-l
)Y —— TAK
8 vni+1

b) i(M—ﬁ)” TAK

d) i(\/ﬂ—g)" NIE

o 1
f ——— NIE
) nz::l\/nQ—l—l

Dy (TLL)H TAK

n=1



EGZAMIN, ANALIZA 1A, 23.01.2012
8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie 4: .

W zadaniu 4.1 za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0,n—1)
punktow.

4.1 (3 punkty) Niech f:R— R bedzie funkcja okreslong wzorem
f(z)= a- Al —p. it
gdzie {x} oznacza czesé utamkowaq liczby z, a wyrazenia {x} wystepuja w wyktadnikach
poteg.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujaca liczbe rzeczywista dodatnig tak, aby
funkcja f zdefiniowana powyzszym wzorem bylta ciaggla. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze
liczba rzeczywista dodatnia o zadanej wlasnosci nie istnieje.

a)a=4, A=6, b=5 B=5

b) a=2,

s
1
S
I
w
v
I
(@

c)a=2, A=6, b=5, B=3
d) a=2, A=4, b=3, B=3

W kazdym z dwoch ponizszych zadan udziel czterech odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

4.2 Czy podana liczba zespolona z spelnia nieréwnosc¢ |z —1| < |z —3|
a) z=1log,3+i-log,7 TAK b) z=1log,7+i-log,5 NIE
c) z=log,3+i-log,11 TAK d) z=log,5+1-log,13 NIE
4.3 Czy podana liczba zespolona z spelnia nieréwnos¢ |z —i| < |z — 5i|
a) z=1log,3+i-log,7 TAK b) z=log,7+i-log,5 TAK

c) z=logy3+1i-log,11 NIE d) z=1log,5+1i-log,13 NIE



EGZAMIN, ANALIZA 1A, 23.01.2012
8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie 5 .
Dla funkcji f: (0, o0) — R okre$lonej podanym wzorem wskazaé¢ odpowiednie liczby
rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nier6wnos¢

|/ (z) = f(y)| > 100z —y].

a) (2 punkty) f(z)=a
Rozwigzanie:
7 rownosci

F(2) = F) =|o*— | = (z+y)- ]z —y]

wynika, ze warunki zadania spelnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x,y speliajacych warunek

x+y>100.
Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.
1
b) (3 punkty) f(x)=—
Rozwigzanie:
7 rownosci
1 1 1
1) -l =| 1] = oo

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich

x,y speliajacych warunek
1
— >100,

Ty
czyli

1
e —_— .
Y= 100

Mozemy wiec wskaza¢ z=1/10, y=1/11.
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Zadanie 6 .

Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
(2n> 3n—1
n+1 2

Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

Dla n =1 mamy

n+1 2
oraz
3t o1
2 2’
a zatem dana w zadaniu nieréwnos$é¢ przyjmuje postac
1
1> 3

jest wiec prawdziwa.
Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

2n n—1
n+1 2
Chcemy wykazacé, ze
(2n+2) n
n+1 > 37
n+2 = 2
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(r) (2n+2)! C(@20)!(2n+1)(2n+2)

n+2  (m+Dn+D)n+2) alln+Dnl(n+1)(n+2)
(M) @n+n@n+2) () 22n+1)
(

(n+1) (n+1)(n+2) (n+1) (n+2)
3! 22041 3 3
2 (n+2) > 8=

>
2 2

o ile udowodnimy, ze
2(2n+1)
(n+2)
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna nieréwnosci
2(2n+1)>3(n+2),

>3.

co kolejno przeksztatca sie do
In+2>3n+6,



czyli n > 4.

Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 4.

Dla kompletno$ci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=2, n=3 oraz n=4. Sprawdzenie dla n =4 okazuje sie przejmowaé role pierwszego
kroku indukcyjnego, a sprawdzenie dla n = 2 oraz n = 3 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢
w przypadkach, ktore dotad nie zostaty sprawdzone, ani tez nie wynikaja z dowodu
indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

@—§—2>,—371
3 3 2
Dla n =3 otrzymujemy
Q—@—5>,—§
4 4 2
Dla n =4 otrzymujemy
8
70 27 33
W_m_ 2
5 ) 2 2

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nierownos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 4, a ponadto wykonalismy bezposrednie sprawdze-
nie dlan=1, n=2 oraz dla n=3.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =4 nie wydaje sie wymaga¢ wiele pracy, jednak brak $wiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnodci
2(2n+1)

(n+2)
pojawi sie nieréwnosé
2(2n+1)
(n+2)
to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 4. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n =5.

>3, [

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest swiado-
mosci koniecznos$ci wykonania sprawdzenia dla n=4, to 2 punkty. To samo,
gdy brak jest $wiadomosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n=1>5, jezeli z roz-
wiazania nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci #), ze zostata udowodniona
implikacja T'(4) = T'(5), gdzie T'(n) jest dowodzona nier6wnoscia.

Chociaz nie jest to od razu widoczne, ani tez nie jest istotne dla tego zadania, liczby

()

n+1

sa catkowite. Chcesz wiedzie¢ wigcej? Poszukaj hasta Liczby Catalana.
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Zadanie 7 .

Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

D

~ n?+10
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium d’Alemberta:
(n+4)-3n+t. p3n+3 n?+10 (n+4)-(n*+10)-3-|z|?

AP R0 ()| (k0P r0)-(nrs) o

Jezeli 3-|z)® <1, czyli

1
’fE‘ < 37\/5 )
to szereg potegowy jest zbiezny.
Jezeli zag 3-|z|®> > 1, czyli ,
|$‘ > % )
to szereg potegowy jest rozbiezny.
Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/ /3 i pozostaje zbadaé jego zacho-
wanie na koncach przedziatu zbieznosci.

Dla x = 1/\3/§ szereg przyjmuje postac

i n+3
—n?+10
Udowadniamy jego rozbieznosé¢ korzystajac z kryterium poréwnawczego:
> n+3 = n+0 1 &1
—— 2 ) ———=—>» —=+00.
;nQ—i—lO /;n2+10n2 11;71

Dla x = —1/{)’/§ szereg przyjmuje postac
. n+3

—(=1)".
7;1 n?+10 (=1)
Udowadniamy jego zbieznos¢ korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach naprzemien-
nych.

W tym celu trzeba wykaza¢ spetnianie trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

Jest to oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
n+3 . %—F % 0

lim —— = =—-=0.
n1—>nolon2+]_0 n1—>n0101_|_Y1Tg 1

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.



W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé
n+3 n—+4
n24+10 " (n+1)2+10°
Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
(n+3)- (n?+2n+11) > (n+4)- (n?+10)
n®+2n® +11n+3n +6n+33 > n® 4+ 10n+ 4n* + 40

n3 4512 +17n+33 > n®+4n? + 10n+40
n2+Tn—7>0
n*+7(n—1)>0,
co jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.
Odpowiedz: Przedziatem zbieznodci szeregu potegowego jest przedziat
1 1
V3 ¥3)
Punktacja:
Wyznaczenie promienia zbieznosci: 2 punkty.

Dowéd rozbieznoéei dla x=1/+/3: 1 punkt.
Dowéd zbieznoéci dla x = —1/+/3: 2 punkty.
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Zadanie 8 .

Obliczy¢ granice

i (\/k‘-nk+1 Vk-nk+2 N \/k:-nk’—l—3+ \/k-nk—|—4+ Vk-nk+5 \/m>
n’+1 n’+4 n’+9 n’+16 n’+25 n’+nb

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica

byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:

“nt+ “nt+ “n¥+ “nt+n ‘nt+n
s Vknb+0  VEk-nk+1  Vk-nk+2 VEk-nk+n3 3 Vk-nkF4n3
n-- < + +.+— < —
n’+nb n’+1 n’+4 n’+nb n’+0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbrnego.
s VEnF+0  VEnk  VEnE? Eenk/
n - = = = 1
n’4+nS  ni4nd ntgnd 1+
oile k/2—4=0, czyli k=8.

.mk 3
ng.iwz /k.nk/2—4+i5_>\/g’
n n

oile k/2—4=0, czyli k=8.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=8 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna V/8=12+/2.

n—oo

Y

—Vk,




