EGZAMIN, ANALIZA 1A, 6.02.2012
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Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru

(napisz TAK lub NIE).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich

przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Jesli podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz przynaleznos¢ jednego z nich do

zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.

Powyzsza punktacja zaktada, ze wynik bedzie podany w postaci uproszczonej - za po-
danie wyniku w postaci razgco nieuproszczonej, stracisz 0.2 punktu.

Przypominam, ze N={1,2,3,4,5,...}

1.1. A= {En: (—1}2“1 : nEN}

k=1

infA=1/2
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK
1.2. B= {le neN}
ok
infB =1
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK
"1
1.3.C= {Z: nEN}
k=1"
infC'=1
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK
1.4. D={logy(z+3): z€(—1,5)}

infD =1
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE
1.5. E={logs(¢”+2): z€(~1,5)}

infF =log,2
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK

supA =1

supB =400

supC =1

supD =3

supk =3
Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE
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Zadanie 2 .

W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg spetniajacy podany warunek
istnieje)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg spelniajacy podany
warunek istnieje)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)
X - nie istnieje szereg spetniajacy podany warunek
Za kazde zadanie, w ktérym podasz siedem poprawnych odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz szes¢ poprawnych odpowiedzi, otrzymasz 0.5 punktu.
Wryjatki: za 27 lub 28 poprawnych odpowiedzi otrzymasz odpowiednio 4 lub 5 punktow.

oo
Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy
n=1
sa rozne od zera, a ponadto ciag jego wyrazéw (a,) spelnia podany warunek

2.1 T}Lrgoan:g, gdzie
a)g=—-3R b)g=—1R c)g=-1/3R

d) g=0N e) g=1/3 R f)g=1R g) g=3R

a)g=—3R b) g=—1N c) g=—-1/37Z
d) g=0%Z e)g=1/32Z f)g=1N g) g=3R
2.3 lim =g, gdzie

OOy
a) g=—-37 b) g=—-1N c)g=-1/3R
d)g=0R e)g=1/3R f)g=1N g) g=37Z
2.4 lim || =g, gdzie

n—oo an
a)g=-3X b) g=-1X c)g=-1/3X

d) g=0%Z e)g=1/3Z f)g=1N g) g=3R
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Zadanie 3 .
W kazdym z osiemnastu ponizszych pytan udziel odpowiedzi TAK lub NIE.
Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—13) punktow.

W ponizszych formutach zmienna n przebiega zbiér N={1,2,3,4,5,...}

Ciag (a,) spelia warunek
1
Y |a, =5 <1+—.
n n

Czy stad wynika, ze

3.1 ciag (ay) jest zbiezny NIE 3.2 ciag (a,) jest rozbiezny NIE
3.3 Z’an>3 TAK 3.4 %Ian>3 TAK
3.5 Yan<6 NIE 3.6 %Ian<6 NIE
3.7 \Zaﬂé\/ﬁ NIE 3.8 gaﬁé\/ﬁ TAK
3.9 \Za,ﬁéﬁ NIE 3.10 gaﬁé\/l_? NIE
3.11 |a;—az|<3 NIE 3.12 |ay—a3| <3 TAK
3.13 ]ag—a6\<g TAK 3.14 ]a4—a5]<; TAK
3.15 |a;—a3| <2 NIE 3.16 |aio—aii| <2 NIE

1 1
3.17 |CL1—(13|>E NIE 3.18 |a100—a101|>m NIE
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Zadanie 4: .

Za udzielenie poprawnych odpowiedzi w n podpunktach otrzymasz max(0,n—1)
punktow.

Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem

ax’+br+c dla z <0
flz)= dr+e dla 0<z<1
ar’+br+c dla 1<z

W kazdym z podpunktéw uzupeij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja
f zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby
rzeczywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3

b)a=1, b=2, ¢=NIE, d=4, e=NIE

c)a=1, b=3, ¢=5, d=4, e=5

d)a=2, b=7, ¢=8, d=9, e=8

e)a=6, b=7, ¢=10, d=13, e=10

f) a=6, b=3, ¢c=8, d=9, e=8
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Zadanie 5 .
Dowiesé, ze szereg
i (=)™ n-(n+1)
= (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)

jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu, stosujemy kryterium Leibniza o szeregach naprze-
miennych.

W tym celu trzeba wykazaé¢ spetnianie trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

Jest to oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

- n-(n+1) . L(1+3) 0-1
lim = lim = =0.
n—oo (2n+1)-(2n+3)-(2n+5) n—oo (24_%) . (2+%> . (2+%) 2:-2:2

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé
n-(n+1) - (n+1)-(n+2)
(2n+1)-(2n+3)-(2n+5) " (2n+3)-(2n+5)-2n+7) "
Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
no (n+2)
(2n+1)" (2n+7)
n-(2n+7)> (n+2)-(2n+1)
2n%+7n > 2n% 4 5n+2
2n =2

n>=1,

co jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

W celu udowodnienia, ze szereg wartosci bezwzglednych jest rozbiezny, stosujemy
ktyterium porownawcze:

5 n-(n+1) > n-(n+0) LI o

(2n+1)-(2n+3)-(2n+5) (2n+n)- (2n+3n)-(2n+5n) 105 ‘= n

TL=1 n:l
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Zadanie 6 . -
Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach dodatnich, ze sumy
n=1

szeregow
[ee] o0 oo o0
Yoan, doal, doay, Y a,
n=1 n=1 n=1 n=1

sg liczbami catkowitymi.
Uzasadni¢ poprawno$é podanego przyktadu.

Rozwigzanie:
Rozwazmy dowolny zbiezny szereg geometryczny o wyrazach wymiernych dodatnich, np.
op
Wowcezas sumy
[e'¢] 1 [e'e] 1 2 1 [e’e] 1 3 1 00 1 4 1
_— = 1 e — = — e — = — e — = —
=2 ;(2n> 3’ ;(271) 7 ,;(271) 15

sg liczbami wymiernymi.

Wystarczy teraz przemnozy¢ wyrazy wyjsciowego szeregu geometrycznego przez naj-
mniejszg wspolng wielokrotnos¢ mianownikow powyzszych sum, aby uzyskaé¢ przyktad
spetiajacy warunki zadania.

W naszym wypadku otrzymujemy

o 105
n - 2n
i w konsekwencji
> a,=105,
n=1
o 1052
> al= =105-35,
n=1
s 1053
> ad=——=105 15,
n=1 7
> 1054
f— T —105°-7.
=5
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Zadanie 7.
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
io: n2n L
n=1 (277,)'
Rozwigzanie:

Korzystamy z kryterium d’Alemberta (przy zatozeniu x #0):

2n
(n+1)2t2.gntl (2n)] _(RTH) -(n+1)2-|$|_
(2n+2)! n2.gr| (2n42)-(2n+1)

(7)) Sy

Jezeli ez|a7| <1, czyli

4
|| < 2
to szereg potg%owy jest zbiezny.
Jezeli zas % x| > 1, czyli
o>
e?’

to szereg potegowy jest rozbiezny.

4
Odpowiedz: Promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest rowny —.
e
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Zadanie 8 .

Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

8r+7
C< m <6-C.
Rozwigzanie:
W przypadku, gdy = > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
4 8  8r+0 8x+7 r+Tr 15
7 14 br+x+4+8z  Sr+Z+8 Br+0+0 5 =9
Natomiast w przypadku, gdy 0 < x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:
1 7 0+7 < 8r+7 8+7 15

- T, = X < = .
2 14 54148 bHx+z+8 0+0+8 8

Zauwazamy, ze

1 - 4
2 7
oraz 15
<3.
8
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci
1 8r+7

S ———F~——35<3,
2 Sx++xr+8

mozna wiec przyjaé C' =1/2.



