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Zadanie S« (5 punktow)
Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
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Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

Dla n=1 mamy (n+4)- (2:) =10 oraz 22"t =8, a zatem dana w zadaniu nieréwnoé¢
przyjmuje posta¢ 10 > 8, jest wiec prawdziwa.
Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
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Chcemy wykazac, ze
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Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
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Powyzsza nier6wnos¢ jest rGwnowazna nierOwnosci
2(n+5)(2n+1)>4(n+4)(n+1),
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czyli n > 3.
Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.



Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=2 oraz n=3. Sprawdzenie dla n =23 okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos$¢ w przypadku,
ktory dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy
4
6- <2> =36>32=2".

7- (g) =7-20=140>128 =27

Dla n =3 otrzymujemy

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonalismy bezposrednie sprawdze-
nie dla n=1 oraz dla n =2.

Uwagi:
Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie wymaga¢ wiele pracy, jednak brak $wiadomosci

koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnoéci
2(n+5)(2n+1)
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pojawi sie nieréwnosé
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to w konsekwencji drugi krok indukecyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n =4.
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Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest swiado-
mosci koniecznos$ci wykonania sprawdzenia dla n=3, to 2 punkty. To samo,
gdy brak jest $wiadomosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n=4, jezeli z roz-
wiazania nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci #), ze zostata udowodniona
implikacja T'(3) = T'(4), gdzie T'(n) jest dowodzona nieréwnoscia.



Zadanie 4. (5 punktéw)

W kazdym z dwoch ponizszych zadan udziel czterech odpowiedzi.

W kazdym z dwéch ponizszych zadan za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzy-
masz max(0, n —2) punktéw.

Za udzielenie 8 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 5 punktéow.

Za cale zadanie 4 nie mozna uzyska¢ doktadnie 4 punktow.

4.1 Zapisz utamek zwykly w postaci utamka dziesietnego skonczonego lub okresowego

4.2 Podaj liczbe catkowita k, dla ktérej podana liczba jest wymierna

a) (3 — 2\/5)2 +kv/2 jest wymierna dla k=2

b) 4/ (5—4\/§)Q+k\/§ jest wymierna dla k=—4

c) (5\/5— 7)2 +kv/2 jest wymierna dla k=—5

d) (7\/5— 10)2+k\/§ jest wymierna dla k=7



