Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Wyktad: zad. 42-46 Konwersatorium 10.10.2011: zad. 65-67
Cwiczenia 10.10.2011: zad. 52-64 Kolokwium nr 2, 11.10.2011: material z zad. 1-67

42. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna dodatnia, ktérej kwadrat jest rowny 2.

43. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

44. Niech
r=1+3+9+27+81+243+...
Wobwezas
z=14+3-14+3-3+3-9+3-274+3-81+3-243+...=
=14+3-(14+3+9+27+81+243+...)=1+3z,
skad x=—1/2.

Jak to mozliwe, ze suma liczb catkowitych dodatnich jest ujemna i niecatkowita?

Przyktad 45. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to
liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

log,3 = o

n
2m/m =3
2m=3".

Ta ostatnia rownos¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3"
nieparzysta. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczbg wymierna.

46. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisa¢ warunek
log,3 < q. Wykorzystaé tez warunek do poréwnania log,3 z liczbami 3/2, 5/3 oraz 8/5.

Zadania 47-51 to proste zadanka rachunkowe. Na ¢wiczeniach prawdopodobnie wy-
starczy tylko poréwnaé¢ wyniki.

47. Przedstawié liczbe 0,123(45) w postaci utamka zwyktego.
48. Przedstawié¢ liczbe 0,1(270) w postaci utamka zwyklego.
Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego

49. 1/0,(4) + /3,374(9)

50. (0,2(9)+1,(09))-12,(2)

51. (0,(037))%®)

52. Dowies¢, ze liczba log;,18 jest niewymierna.
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53. Dowiesé, ze liczba /15 jest niewymierna.

54. Dowie$¢, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.
55. Dowies¢, ze liczba 1/Tog,25 jest niewymierna.
56. Dowiei¢, ze liczba /24 V/3 jest niewymierna.

57. Rozstrzygnaé, czy liczba log,3+1log,b jest wymierna, czy niewymierna.
58. Dowiesé, ze liczba \/v/7— /5 jest niewymierna.

OszustTwo  59.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — v/8 — /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:
Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — v/8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

3 —v/8—1/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie I1:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 — /8 —v/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w:\/3—\/§—\/§
w+V2=13-V8

w?+2v2w+2=3-2V2
2V2(w+ 1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy

224+ w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ rowna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

60. Niech n bedzie liczbg naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: i v zapisac¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejszg od %

61. Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba
a—+0b jest niewymierna?

62. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, ¢ s wymierne?

63. Liczby a+b, b+c i c+a sg niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a—+b—+c jest niewymierna?
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64. Liczby a+b, b+c¢, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?
65. Dowiesé, ze nie istnieje liczba wymierna ¢ spetniajgca réwnosé
q*=5.

66. Chcemy zlokalizowa¢ potozenie wzgledem liczb wymiernych, liczby rzeczywiste;j
q > 1 speliajacej rownanie z poprzedniego zadania. Dla dowolnej liczby wymiernej po-
staci m/n, gdzie m jest liczba catkowita, a n liczba naturalna, zapisa¢ warunki m/n < g
oraz m/n > q uzywajac tylko liczb m, n, dziatai na liczbach catkowitych, znakéw nie-
rownosci i ewentualnie symboli logicznych.

Wykorzystaé¢ te warunki do poréwnania liczby ¢ z liczbami 5/2 oraz 25/12 (bez uzycia
kalkulatora, korzystajac z nieréwnosci typu: 25 < 27, 125 < 128).

9 9/4
67. Ktora z liczb jest wicksza (4) czy 67

W rozwiazaniu wolno korzystaé z wlasnosci potegowania, wolno wykonywac obliczenia
na liczbach naturalnych mniejszych od 100 oraz wolno wykorzystaé¢ réwnosci 2! = 2048
i37=2187.

Nierownosci.
Przyklady z wykladow
68. Oszacowac liczbe 1000! od gory i dotu przez potegi dziesiatki.

69. Oszacowa¢ od géry i dotu wyrazenie
Vn+1l+vn+2+vVn+3+...+vVon.

70. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n> ............ zachodzi nieré6wnos¢
n?<2".
W miejsce kropek wstawi¢ liczbe, dla ktorej udaje sie tatwo zredagowaé¢ dowod.

71. To samo dla nieréwnosci

nt<om.
72. To samo dla nieréwnosci

n® <",

Zastanowi¢ sie nad modyfikacja dowodu tak, aby zmniejszy¢ liczbe wpisang w miejsce
kropek.

73. Wskaza¢ liczbe naturalng n > 1 spetniajaca nieréwnosé

nlOOO <"
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Przyktad 74. Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C'; D (niezalezne od
n) udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nier6wnosci
4nt+43n3 —2
U< 5nt—4An2+2
Rozwigzanie:
Szacujac dane wyrazenie od gory otrzymujemy
4nt+3n3 -2 < An*+3n*—0  Tnt
Snt—4An2+2  bnt—4nt+0  nt
Z kolei szacowanie od dotu prowadzi do
4nt4-3n3 -2 S 4n* +0—2n? B 2n? 2
bnd—dn2+27 Bpt—0+2n4  Tnd T
Zatem dane w zadaniu nier6éwnosci sa spetnione ze statymi C'=2/7 oraz D=17.

Przyktad 75. Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D (niezalezne
od n) udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
4nt —3n3 42
U< Snt+4n? —2 <
Rozwigzanie:
Szacujac dane wyrazenie od gory otrzymujemy
4n* —3n3+2 B dn*—042n*  6n*
5nt+4n2—2 ~ 5pt+0—2nt  3n
7 kolei szacowanie od dotu prowadzi do
4n* —3n3 42 S An*—=3n*+0  n' 1
bni+dn?—27 5nt+dnt—0 9nt 9’
Zatem dane w zadaniu nieréwnosci sa spetnione ze staltymi C'=1/9 oraz D =2.

=2.

Oszacowaé podane wyrazenia od gory i od dotu (n € N) przez wyrazenia rézniace sie
stalym czynnikiem dodatnim (o ile nie podano inaczej)

76 nt+2n3+n+7 nyvn+4+5 2" 4+ 10n?
T odnt4n2+15 V3441 " ongnd
79 V24+14+vVn2424+Vn2+3+...+v2n2 80 n!
' 2n+5 " nl4-10m
81 n®+5n+4 0 Vn"+9+6 Vn+1l+vn+2++v/n+3+...+/64n
Tt —n?4 T T YA 1548  ntl+nt2+ nt 34+ V64n
84. " (tylko od gory, r€R) 85, 05 2T e (0, 4o0))
e o od gory, = e (@ 00
211 Y BOLY, 57 —2x*+3 ’
n+nt+1 ) ) 1 1 1 1
86. D (szacowanie postaci g+C/n) 87. n+1+n+2+n+3+m+%
88, 4 4 " 4 4 T (szacowanie postaci g+C/n)
"n2+1 n242 w243 7 n2+4n P g
89 v (szacowanie postaci g+C'/n)

ERVZEN
90. Oszacowaé /n.
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