Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

Ciagi.
Cwiczenia 7.11.2011: zad. 136-169 Kolokwium nr 5, 8.11.2011: material z zad. 1-169
Cwiczenia 14.11.2011: zad. 170-186 Kolokwium nr 6, 16.11.2011: material z zad. 1-196

Troche teorii

Uwaga: Umieszczanie zmiennej pod kwantyfikatorem nie jest zgodne z obowiazuja-
cymi konwencjami, ale jest bardziej czytelne niz umieszczenie obok - dlatego pozwalam
sobie na odstepstwo od panujacych regut.

DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
VIV |la,—g|<e.

e>0Nn=N
Piszemy lim a, =g.
Ciag (Zniojest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy
VY3 v oa,>M.

MNn>=N
Piszemy lim a,, = +o00.
n—oo

Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

VI v oa, <M.
M Nn>N
Piszemy lim a,, = —o0.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i
nlinolo(an—l—bn) :nlirgloanqty}irgobn .

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i
Az (an = bo) = lizn an = lizg 5

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

120, (anbn) = lirg an - liz bn -
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) 1 (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz Jil{}obn #0, to ciag
(=) jest zbiezny i
an lim a,

lim —=""> |
n—oo b, lim b,

n—oo

6. ZBIEZNOSC I GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.
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7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (ay,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a,, > b,,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n— o0 n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim n =400

n—oo

lim £ =0

n—oo

lima=a

n—oo

lima"=4oco dlaa>1

n—oo

lim a" =0 dla |a| <1

n—oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

lim Yn=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€N

lim ¥a, = ¥/ lim a, .
10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (a,), (by), (c,) spetniaja warunek
a, <b,<c,
oraz ciagi (a,) i (c,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego
granicg jest g.

11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (ay,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo| @,

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica
a
lim || = g>1,
n—oo| q,,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbieznosci
szeregow, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggdéw. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +0), o ile nie prowadzi to do wyrazen
nieoznaczonych.

12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.

Vievi= gt
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r—y
Vi —y=
W= Ty g O

Zadania

Wyjaénié dlaczego ponizej sg same BZDURY:
136. lim == lim - lim y/n=0- lim /n=0

n—oo \f n—oo ™ n—oo n—oo
137. T}Lrgo<\/n+1—\/ﬁ> = lim v/n+1- lim /n=00—00=0
. . [—1 dla n nieparzystych
138. lim (—1)" = { 1 dla n parzystych
139. lim £ =f. lim 1 =k-0=0

k—o0 k—oo ™

n—oo

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciggdw

zbieznych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne maja granice niewlasciwa

1 An?+3 Vn? 2—6
140, 1 141, 27— = 142, SO g4 VIR g, 200
n+7 n n+1 n-+2 3nt+7
4 2 5 2_ 1—2 —4 —
3nt+7 3nt+7 2+ 2
142444427 N 7
1as, LE2EAHE e " 50 (o) 151, Y ELEVR)
14+34+9+...+3" L++y/n n3(1+7vn+2)
14243+ 301314324334 43" V3 on
152, — Oy gg O S ST Sy VOTES gss iy
TL2 3n 3n+
156. Vn2 157. Yn+17 158. Vn2+3n—n 159. n(vn2+7—n)
N —1)n 1
160, PHVIVRPVIAL ) (FD) e L
11n3+Tn+3 n (24 (=1)™)"
B (—1) -n! dla n <100 7177 10" nl
163. an—{ 2l 100 164. 2o 165. — - 166.
167. Y EM  jgg VRELIZVR gy vREHlon
ERVE NCERENG f T (V2 nt1—n)?
n’+1 n?’+2 n?+3 n’>+n 1 1 1 1
170. 171. — .
n3+1+n3+2+n3~|—3+ +n3+n n2+n2+1+n2+2 +(n+1)2
172. Obliczy¢ wartos¢ granicy
lim —>
n1~>I£10 . /9n +n2010

lub uzasadnié¢, ze granica nie istnieje.

173. Obliczy¢ granice
" nd+k
A e
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174. Obliczy¢ wartosé granicy
on+2 | 22
lim ——
n—00 4 /4n+4 _|_n4444
lub uzasadnié¢, ze granica nie istnieje.

175. Obliczy¢ granice
2

lim <n3-\/n2+1—n4—7;> .

n—oo

176. Obliczy¢ granice

. \/8n2+1+\/8n2+2+\/8n2+3+\/8n2—|—4+ +\/8n2+3n
n=oo\ 20441 V2 42 V2ri14+3  V2nri+4 V2ni+3n/)

PRAWDA CZY FALSZ?
177. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
178. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,+b,) jest rozbiezny.
179. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

180. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

181. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnig.

1

182. Jezeli &4t — 1 to q, — 1.
an 2 2

183. Jezeli ciag (*2+L) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

an

184. Jezeli ciag (a2) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

185. Jezeli wéréd wyrazow ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.
186. Jezeli wéréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i

wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

Twierdzenie o trzech ciggach.
Przyktady z rozwigzaniami.

187. Obliczy¢ granice
, <3n4—n2+1 3nt—2n2+4  3n*—3n2+9
lim

5nd —n3+1 5n5—2n3+8+5n5—3n3+27+'“
3nt —kn?+ k2 N 3nt —2n3+4n?
5n®—kn3+k3 7 Bn®—2nt+8n3

n—oo

Rozwigzanie:
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Dana pod znakiem granicy suma ma 2n sktadnikéw i zapisuje si¢ wzorem
b — %‘:Bn“—kn?—l—kQ |
= 5n® —kn3 + k3
Szacowanie od gory daje
%‘: 3n* —kn?+ k? - %‘: 3n' —0+4n® _ 2n(3n'+4n?) _ .
= ond —knd 4+ k3 = 5n° —2nt4-0 5nb —2n4 "
Szacujac od dotu otrzymujemy
i 3nt —kn? + k? . %’: 3n* —2n3+0 _ 2n(3nt —2n3) .
=on® —knd+ kT = 5n® —0+8n? 5n® +8n? "
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nieréwnosci
an <b, <cp,

a ponadto
lim a,, = hm 0 Cp = 6/5,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =6 /5.

188. Obliczy¢ granice

i ( 5n° +3 N 5n° +6 N 5n° +9 N 5n° +12 - 5n® 4-6n > |
n=oo\Vnl0+3  Vnl0+6  Vnl0+9  /nl0+12 Vnl046n2
Rozwigzanie:
Dana pod znakiem granicy suma ma 2n? sktadnikéw i zapisuje sie wzorem

b _2" 5n3 + 3k
Zm

Szacowanie od g()ry daje

5n®+ 3k 5nP 460 2n2(5n +6n2)
Z VO 3k Z (Voo ow "
Szacujac od dolu otrzymujemy
22": 5n® + 3k 22": 5n® +0 2n? - 5n
=a,.
\/n 10 + 3k — \/nlo —|—67’L2 \/nlo —|—67’L2
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci
an <bp <cp
a ponadto
" i 10n° _ 10 10
im a, = lim ————= lim ———=
n—00 n—00 4 /n10 +67’L2 n—oo /1 _|_6n78
oraz
2n%(5n3 +6n?)

lim ¢, = lim = lim (10+12n_1> =10,

n—o00 n—oo nod n—00
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na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =10.

n—od

189. Wskazac liczbe naturalng k, dla ktorej granica

I 3n2+2- V/nk+
im
n—0on2 4 5. /T + 747 \/n5+
istnieje 1 jest liczba rzeczywista dodatnig. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Dzielgc licznik i mianownik danego wyrazenia przez n®? otrzymujemy

lim 3n2+2-V/nk+ n1/2 +2- \6/nk 1544 nis

= lim
n=oon2 4 5. /nT +7+7- vn4 e 1/2 +5- \/ 1/2+n10/2 +7 \/1+

Mianownik ostatniego wyrazenia dazy do 7 przy n — oo, natomiast licznik ma granice
skonczona dodatnia dla k=15 i granica licznika jest wtedy rowna 2.

Odpowiedz: Przy k=15 granica jest réwna 2/7.

Uwaga: Liczba k =15 jest jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazac¢ k, bez konieczno$ci uzasadnienia, ze takie k jest tylko
jedno.

190. Obliczy¢ granice

lm1< 4n®+1 4n*+2 N 4n?+3 N 4n?+4 - 4n? +6n >‘
e Y ey S Yo R Y v e A BN n? +/nS+6n
Rozwigzanie:
Dana pod znakiem granicy suma ma 6n sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
o 4n? 4k

b=y ——————.
kz::l n?+v/nb+k
Szacowanie od gory daje
S 4n? 1k M 4n*46n  6n(4n®+06n)

= =cp.
zzln?’—i-\/n6 Z:ln3+\/n6+0 2n3
Szacujac od dotu otrzymujemy
% 4n?+k % 4n?+0 6 - 4n>
=a,.
=1+ v/nb + 13+ v/nb4-6n T /no+6n
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci
an <bn <y,
a ponadto
li li 2407 =1l 24 12
ima,=lim ———nw—v=lim ————— =
n—00 TL*)OOn3_'_1/n6+6n 77,*)001_’_1/1_1_6”75
oraz
6n(4n?+6n)

lim ¢, = lim ::hn1(12+36n—ﬂ::12,

n—o0 n—oo n3 n—o0

Lista 4 - 20 - Strony 15-22



Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =12.

n—oo

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna 12.

Konwersatorium

191. Ciag (a,) spelnia warunek

|a, —100| < 10.

n>1000

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,

¢) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,

f) aeee < 7777777,

g) aiin > 88,

h) Vv Ja,—100/<1,
n>1729

i) Vv J]a,—100/ <17,
n>345

vV |a,—99| <13,

n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,

D) 3 |a,— 95| <37,
n>444

m) 3 |a,—80|<37,
n>1444

n) 3 |a,—95/<37,
n<a44

o) 3 Ja,—80]<37,

n<1444
pP) nv1 ;I a, >0,
Y |a,—66]>12,
n>1331

r) Vv Voo an—an| <7,
m>1234 n>5678

s) Vv Vo an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) A Y ‘an_am|<277
m>123 n>45678

U_) v \ ’an_@m‘<377
m>1234 n>5678

v) 3 3 |ap—am| <3,
m<123 n<456

w) |V Vo an+an] <210,
m>12345 n>67890

X) V Vo an+am| <222,
m>1296 n>T7776

y) V Vo |an+am|>128,
m>1024 n>8192

z) 3 a,<92,
z) 3 a,>91.

Lista 4

-21 -

Strony 15-22



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

192. Dany jest taki ciag (a,), ze

\ YV o|a,—T7<e.

e>0 n>5/e

Podaé granice ciagu (ay,).

Wskazaé taka liczbe M, ze V|a,| < M.

Wskazaé¢ takg liczbe N, ze V a, > 6.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V a, <7,01.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V |a,—8|>1/3.
n>N

193. Dany jest taki ciag (b,), ze

v Vo |bat+2|<e.

e>0 n>10/e

Podaé granice ciagu (b,).

Wskazaé taka liczbe M, ze V|b,| < M.

Wskazaé taka liczbe N, ze Vv b, <0.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V b, > —3.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze VY |b,—2|>1/10.
n>N

194. Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwéch zadan.

Dowiesé, ze wowezas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

v Y o |en—5l<e.

e>0 N /e
W miejscu kropek powinna si¢ znalez¢ odpowiednio dobrana liczba.
195. Niech d,, = a,, - b, gdzie (a,) i (by) sa jak poprzednio. Dowies¢, ze woéwczas ciag
(dy) jest zbiezny, gdyz
\ v |d,+14] <e .

e>0 M eiiiiineiiieeiineenians
W miejscu kropek powinno sie znalezé odpowiednio dobrane wyrazenie zalezne od e.
196. Niech e, =2a, +3b,,. Dowies¢, ze wowczas ciag (e,) jest zbiezny, gdyz
\4 Voo fen—n | <e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinny sie znalezé odpowiednio dobrane liczby.
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