Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

Kresy zbiorow.
Cwiczenia 21.11.2011: zad. 197-229 Kolokwium nr 7, 22.11.2011: material z zad. 1-249

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z gory, jezeli
3 V <M.
MER zeZ
Kazda liczbe rzeczywista M € R spelniajaca warunek
YV <M
r€Z
nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Z.
Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3 V z>M.

MEeR z€Z
Kazda liczbe rzeczywista M € R spelniajaca warunek

Y z>M

x€EZ
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jednocze$nie ograniczony
z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbiér Z CR jest ograniczony z gory, to kresem gdérnym
zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gorne i stosujemy oznaczenie sup /.
Istnienie takiego najmniejszego ograniczenia wynika z zasady ciagtosci Dedekinda. Jezeli
zbiér Z jest nieograniczony z gory, przyjmujemy supZ =+oco. Ponadto przyjmujemy
sup() = —oo. Analogicznie okreslamy kres dolny zbioru, oznaczany przez inf Z.

Whiosek: Jezeli niepusty zbiér Z C R jest ograniczony z gory, to liczba G jest jego
kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

VY <G
xeZ
oraz
v 3 x>G—¢€.
e>0 xzeZ
Zadania.

Wyznaczy¢ kres gérny i dolny nastepujacych zbioréw. Zbadaé, czy podane zbiory

zawierajg swoje kresy:
197. {z€R: 2° <2} 198. ¢ : neN
n!

1
199. {—: m,neN} 200. {xER: x4>5}
m n+1
m?4n? mnk
201. :mmneN, m<n 202. ¢ ———+——~: mn,kEeN
2mn m3+n3+ k3

Niech A i B beda niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczywistych.
Niech a; =infA | ay =supA , by =infB , by = supB. Co mozna powiedzie¢ o nastepujacych

kresach:
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203. inf{—a: a€ A} 204. sup{a?: ac€ A} 205. inf{a®: a€ A}
206. sup{a—b: a€ A, be B} 207. sup{ab: a€ A, be B}
208. inf{ab: a€ A, be B}

209. Zbiory A i B sa niepuste i ograniczone. Zbior B jest skonczony i wszystkie jego
elementy s rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz
uzasadnic.

210. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-
powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

211. Podac¢ przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA =7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=1.

Niepotrzebne skreslic.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 212. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech
C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC = [infA —supB|supB —infA| .

Dowdd:

Niech d=infA i g =supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

1 <dla>d
( ) a\EVIA aglA a a
oraz
(2) v[3|[v]3|[la<d+e[a>d—¢].
e>0]e>0] [acAlacA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) V1 3|b<g|lb=>yg

beB|beB
oraz
(4) VI3[ v]3|[b<gteb>g—¢].
e>0]1e>0] [beB|beB

Chcemy wykazaé, ze infC' =e, gdzie e=d—g|g—d|, czyli, ze

(5) V|3 |le<eleze

ceC|ceC
oraz
(6) VI3l v]3]lc<etele>e—e].
e>0]e>0] |ceC|ceC

(W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

’Zakladaj@c (5) wykazemy prawdziwos$¢ warunkow (1) i (3)‘

’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C bedaca| postaci c=a—b, gdzie a€ A i beB. Z

nierownosci ’a < d|a> d‘ i ’b<g|b> g‘ otrzymujemy
la—b<ela—b>e|, co dowodzi (5).
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’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).

’N iech € bedzie dowolng liczbg dodatnia. Wtedy‘

’Znajdziemy taka liczbe dodatnia ¢, dla ktérej‘

istnieje a € A takie, ze \a>d—6|a<d+§\ oraz b € B takie, ze

’b < g—i—5|b >g—<|. Zatem liczba ¢ =a— b spelnia nierownosé

lc<ete|c>e—e \ , co konezy dowod warunku (6).

Wyznaczy¢ kres gérny i dolny nastepujacych zbioréw. Zbadaé, czy podane zbiory

zawierajg swoje kresy:

213. {a*: 2 (-4,9)} 214. {

‘neN
2 "}

n
|
n nEN} 216. {(2009>
Hn n

225. \/ﬁ—ﬁ,)":nEN} 226.{(@—6)":7161\1}
V37— 7) n €N} 228.{(@—8)":%1\1}

mn
229. { " . EN}
{m2+n2+1 LT

/

+3
215.{ neNANn<K 2009}
1 2\2
217 { n :m,nGN} 218. {(—) :nGN}
n+m n 3
219. { n>4+n—n: nEN} 220. {7\7_— /2 m,nGN}
2 4 2
221. {7—3m: m,nEN} 222. {W: m,nEN}
n mn
2 2
223. {m+5": m,nEN} 224. {?’m”n neN}
mn mn

/

Konwersatorium

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sg rownowazne temu, ze g =supA ?

230. (v a<g>/\(v 3 a<g+€>
acA e>0acA
231. A <
(<o) (2, 0e-0<2)
232. A > 2
(aeA g) (EYOagAa g~ 6)
233. ( g)/\( E|a>g—>
aGA €>0a€A
234. ( )/\ >qg—-=
va<a)n( v, 3050-1)
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235. ( a< g)/\(‘v’ I n*(g—a)< i)
ac A neNa€A
236. ( a< g) A ( 2< 5)
a>0a€A
237. ( a < g) A ( < 8)
€>0a€A
238. ( a< g>/\(v E|a>5>
e<gacA
239. ( a< g>/\(v Ja>g— 5>
e<gacA
240. ( a < g)/\( vV Ja>g— 8)
0<e<la€A
241. ( a< g>/\(‘v’ Jazg— 5)
e>0acA
242. ( a < g> A < V Ja= 5)
e20acA
243. ( a < g>/\<v Ja>g— 5)
e20acA
244. ( a< g)/\(v 3b>9+“>
a€AbeA
245. ( a< g)/\( ) (v §|b>9;“)
aeA acAbeA
246(3a 0> ( > (v 3b>9;‘1)
€A aeA ac€AbeEA
247. ( g> (v Ja>g— 5>
aEA e>0acA

Zadania do samodzielnego rozwiagzania.

Jesli uda sie wygospodarowac troche czasu, watpliwosci zwiazane z tymi zadaniami
moga by¢ wyjasnione na konwersatorium lub ¢wiczeniach.

Zawsze mozna tez skorzystac¢ z konsultacji.

248. W kazdym z zadan 248.1-248.13 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oc.

248.1. A={z*:z€(-3,2)}

INfA = SUPA = e

Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
248.2. B={2*: 2€(-3,2)}

INFB = e SUPDB = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
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248.3. C:{5n—13: nGN} N={1,2,3,4,5,...}
INfC = . SUPC = oot
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
248.4. D= {{;/f nGN}
infD= ... SUPD = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
248.5. E={n’~5n: neN}
INFE = SUPE = ool
Czy kres dolny nalezy do zbioru E .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F ..........
248.6. F:{lsr : nEN}
INfF = SUPF = oo
Czy kres dolny nalezy go zbioru F' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........
7. G={(-1) " nen]
INfG = ..o SUPG = 1o
Czy kres dolny nalezy do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........
248.8. H= {1—1: m,nEN}
n+1 m+2
INFH = o SUPH = oo,
Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........
248.9. [ — {m L mn €N A 2m? <3n2}
1an:.................n. ..................................... SUPL = 1o
Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........
248.10. J = {m cmnENA 2" >3”}
infJ=.........oo.... n ................................... SUPS = et
Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
248.11. K = {an : m,nEN}
m?2+9n?
N = SUPH = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru K .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru K ..........

! 2009 1
248.12.L:{7n+n+n + neN}

20 4

INfL = SUPL = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru L .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru L ..........
248.13. M:{m+ s m,n,p €N A m?>2p* A n?> 3p?

INfM = SUPM = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru M .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru M ..........
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249. W kazdym z zadan 249.1-249.13 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

249.1. A:{3—52: m,neN} N={1,2,3,4,5,...}

inffA=............... n ..... m .............................. SUPA =

Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
249.2. B= {n2—7: nEN}

INfB = SUPB = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
249.3. C' = {x": T E (—;,;) A nGN}

INfC = .. SUPC = 1o

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
249.4. D={Vn>+3-n: nen}|

INfD = . SUPD = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
249.5. E={log,(2n—1) —log,n: n € N}

INFE = SUPE = oo

Czy kres dolny naI%Zy do zbioru E .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
249.6. F = {3n—|—7 : nGN}

INfF = e SUPE = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru F .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........
249.7. G = {3;_7 : nEN}

INfG = ... SUPG = 1ottt

Czy kres dolny nalezny do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........
249.8. H:{ (:L? : nGN}

INTH = o SUPH = oo,

Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........
249.9. [ = {100” : nEN}

(2n)!

Infl= . SUPL = i

Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........
249.10. J — ann4 . mnE N}

INf = SUPS = et

Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
249.11. K ={|z+y|—|z|—|y|: z,y €R}

INFA = e, SUPK = oo
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Czy kres dolny nalezy do zbioru K .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru K ..........
249.12. L= {5n_13m : m,nEN}

INfL = .. SUPL = e

Czy kres dolny nalezy do zbioru L .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru L ..........
249.13. M = {<1—I—i)n: nGN}

INfM = SUPM = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru M .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru M ..........

Szeregi liczbowe.

Cwiczenia 28.11.2011: zad. 250-275 Kolokwium nr 8, 29.11.2011: material z zad. 1-275
Cwiczenia 5.12.2011: zad. 276-301 Kolokwium nr 9, 6.12.2011: materialt z zad. 1-339
Obliczy¢ S, = Zak, a nastepnie znalez¢ lim .S,
=1 n—oo
1 2k + 5%
250. ap == 251. apy=—7—
ST ST
127
252. Dowies¢, ze 4< ) —
n=1

253. Dowies¢, ze szereg Z
n= 1
Rozstrzygnaé, czy nastepujace szeregi sg zbiezne

—3 jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 2.

o1 < 14n < 9.5.8-...-(3n—1)
254. 256. 257.
;nz%—l —n?+1 ;::11-5-9-...-(471—3)
> 5n?—1 > 1
258. 259.
;n3+6n2+8n+47 Z —1)-22-1
o0 1 oo
260. 261. —
;Sn—l Z\/n2+2n Z (n+1)( n+4)

> 1 — 1!
263.Zm 264.;37 265.;W 266. Z2n+1

) 1 [e’e) n+1 ') n2
267. Y —————— 268. ,/7 269. > —
67 nz::( YW 682:: 692 ]
oo n o 2n
270. Z2n—1 271. 2—4 272. Zm -
273, 21000 274. Zzzn 275. ZZ”_:—Z

Ktére z nastepujacych szeregdéw sa bezwzglednie zbiezne, ktére warunkowo zbiezne, a

ktoére rozbiezne:
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0 (_1)n+1 n+1 ( 1)n+1
276. Y ~——~— 277, 278. Y~
nz::l 2n—1 Z Z (2n—1)3
[e¢) -1 n+1 1 1 -1 210"
a79. 3 T nEL o, Z ag1. 3 2T
n=1 n \/(n+4)(n+9) n=1 3
11 1 1 1 1 1 1
282, 1—14+1———=+1--—>—= el - em =4 (K
+ 5 2—1— 373 3+ + T k:+ ( k razy )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
283. 1 —l4+-—-——do—m e —— e m =+ (K
TTITIT3 Ty s o T R R gz o (Rrazy)
00 (_1)n+1n3 00 (_1)n 00 (_1>n+12n2
284. Y~ 285. 286. Y ~—
r; on én—\/ﬁ 1;1 n!
> 9" 417 > /nl+1 > (-1)™ © p+2
287. 288. 289. 5 ——2_—  290. "
712::1 3n 712::1 n! Z n+3)1/4 =in( n—l—l
291. f:<_1)n 1+ DY) g0, Z 293. i;
= n vn \/4n+3" =in+5y/n+27
0o (2n n 0o
294. 3" (;') 295. Z 1/n 296. Y (Vn+2-vn)(-1)"
' n=1

n=1

297. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Zan Za

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przyktadu.

298. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

(o] o0 a

n
E a,=>5 oraz E 2—”—2.
n=1 n=1

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przyktadu.

299. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3 a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

dla dowolnej liczby naturalnej k& zachodzi rownosé

ak:2~z an, .

n=k+1

Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.

300. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze

Zanzl oraz Za —1
n=1

Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.
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301. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Zanzl, Zai:1 oraz Zaflzl.
n=1 n=1 2 n=1 5

Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.

Kryteria zbieznosci szeregow - co kazdy student wiedzieé¢ po-
winien.

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.
o

Jezeli szereg Z:l&n jest zbiezny, to nlg& a, =0.
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera, to

szereg > a, jest rozbiezny.

n=1
2. ZBIEZNOéé SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZéW.

Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wplyw na sume szeregu zbiezne-
go.

3. KRYTERIUM POROWNANWCZE.
Niech Zan i > b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego
n=1

n=1
n € N zachodzi nieréwnosé¢ a,, < b,,.

0 )
Jezeli Zan =00, to > b, =o00.
n=1

n=1
o o

Jezeli an <oo, to Y a, <oo.
n=1 n=1

4. KILKA SZEREGOW.

> ¢" jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostalych g.
n=1

> n? jest zbiezny dla a < —1, rozbiezny dla pozostatych a.
n=1

> —1_ jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostalych a. Logarytm ma dowolna

nlog®n

podg‘cawg wiekszg od 1.

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (ay,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

an+1
Qp

lim

n—oo

=g<1,

o0
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
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Jezeli istnieje granica

. An1
lim || =¢g>1,
n—oo a'I’L
X . . .
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1
6. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.
0 o0
Jezeli > |an| < 0o, to szereg 3 a, jest zbiezny.
n=1 n=1

7. SZEREGI NAPRZEMIENNE.

Jezeli (a,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg

8

an(—1)"T! jest zbiezny.
n=1

Konwersatorium

Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podaé przyktad lub dowiesé, ze nie istnieje) :

1
302. a, > — dla nieskonczenie wielu n, V a, >0, szereg Zan jest zbiezny.
n neN n=1

1 o0
303. a, = on dla nieskonczenie wielu n, > a, =10 .
n n=1

304. V a,:=

305. V a,€Z,a,=n dla n<100, szereg Zan jest zbiezny.

neN n=1
o0
306. a, =1 dla nieskonczenie wielu n, szereg Zan jest zbiezny.
n=1

o0 o0 o0
307. Szereg Zan jest zbiezny, szeregi Zagn,l i ZaQn sg rozbiezne.

n=1 n=1 n=1

308. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(a%,l—i—a%) jest zbiezny.

n=1 n=1

309. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(a2n_1+a2n) jest zbiezny, nlinoloan =0.

n=1 n=1

310. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(aQn +agniq+agmiot...+agm1_q) jest zbiez-
n=1 n=0
ny, nh_)Igo an=0".

311. Szeregi Z(agn_l +ag,) i a;+ Z(a2n+a2n+1) sg zbiezne, ale maja rézne sumy.
n=1 n=1

312. Szereg Zan jest zbiezny, szereg Zai jest rozbiezny.

n=1 n=1
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313. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Zai jest zbiezny.

n=1 n=1
314. Szereg Y a, jest zbiezny, a jego suma jest rowna S. Czy stad wynika, ze zbiezny
n=1
jest ciag (ay,), jezeli

a) S=0 b) 0<S<1 c) S=1 d) S>1
315. Czy mozemy stwierdzié, ze szereg ioj a, jest rozbiezny, jezeli wiemy, ze

n=1
@) lima, =y b) fme—y 9 lim T Q) lim aaf -3

316. Podac¢ sume szeregu, jezeli szereg jest zbiezny.
[ee]

© 1 1 © 1
) L 6 ) Lgn P

n=1

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie

udzieli¢ odpowiedzi.

318. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

319. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

Obliczyé sume szeregu
2n+ - (=1 >

320.
Z n(n+1)

Wyznaczyc kresy zbiorow

322. {ijl(—;)n NEN} 323, {72:4(_;)” M,NGN/\M<N}
324. {fj (-é)n: MEN}

n=M
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Zadania do samodzielnej powtorki.

Jesli uda sie wygospodarowac troche czasu, watpliwosci zwiazane z tymi zadaniami
moga by¢ wyjasnione na konwersatorium lub ¢wiczeniach.

Zawsze mozna tez skorzystaé¢ z konsultacji.

325. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu

i(\/n3+64—\/n3+1).

n=1

326. Rozstrzygnac zbieznosé szeregu
f’: Int—Tn3+1
1905 —13n2+1

327. Rozstrzygnac zbieznos¢ szeregu
i Int —Tn3+1
= 19n8—13n2+1"

328. Rozstrzygnac zbieznos¢ szeregu

0 (?m) nloa”
>
n=1 n'

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie

udzieli¢ odpowiedzi.

329. a) Udowodni¢ zbieznosé¢ szeregu

i”' (2—711)"

b) Obliczy¢ jego sume.
330. Obliczy¢ granice

vn kn

JL%Z ;
331. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu
00 (n!)2009
nz::1 on?

332. a) Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu

np
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego p
b) Obliczy¢ sume szeregu w podpunkcie a) dla jednej sposrod tych wartosci para-

metru p, dla ktorych szereg jest zbiezny.
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333. W kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, N:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)

[e.e] o0
a) Jezeli szereg Y- a, jest zbiezny, to szereg > |an| .ooveenen.
n=1 n=1

b) Jezeli szereg Y a, jest rozbiezny, to szereg > |ap| «.vee......

n=1 n=1

[e.°] [e.°]
c) Jezeli szereg > a,, jest zbiezny, to szereg - (—1)"Gp wovveeenee.
n=1 n=1

d) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg > (—1)"ay .covven...
n=1 n=1

o o
e) Jezeli szereg Y- a, jest zbiezny, to szereg > dop .eeene.....
n=1 n=1

[e.°] [e.e)
f) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg > agp .veeoe.....
n=1 n=1

g) Jezeli szereg § a, jest zbiezny, to szereg § (1—a2) cooeenne.
n=1 n=1

h) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg > (1—a?) ............
n=1 n=1

i) Jezeli szereg 3" a, jest zbiezny, to szereg > (14+a2) ..ccoco.....
n=1 n=1

j) Jezeli szereg § a, jest rozbiezny, to szereg § (1+a?) oo
n=1 n=1

334. Dane sg takie ciagi (a,) i (by), ze
Y a,+5|<e oraz VoY b3 <e.

e>0 n>20/e e>0 n>30/e
Niech ¢, =a, —2b,. Wskaza¢ odpowiednig liczbe rzeczywista r oraz liczb¢ naturalng P
i udowodnic, ze

V VY |entri<e.
e>0 n>P/e

335. Obliczy¢ granice

1 1 1 1 1 1
lim + + + + +oot——.
”—m(\/n2 V241l Vn2+2 Vn?2+3  Vn?+4 (n+1)2)
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336. W kazdym z zadan 336.1-336.5 podaj kresy zbioru oraz okredl, czy kresy naleza
do zbioru.).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

336.1. A= : N N=1{1,2,3,4,5,...

{Sn—2+2m—3 m7nE } { ) 737 757 }

InfA= . SUPA = e
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

336.2. B={logy(n+7)—logyn: neN}

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

12
336.3. C' = { (;’z : nEN}

InfC = . SUPC = 1ot

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
336.4. D= {% :m,n e N}

infD= ... SUPD = oot

Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
336.5. £ = {;;f: tn GN}

INFE = SUPE = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........

337. W kazdym z zadan 337.1-337.5 podaj kresy zbioru oraz okredl, czy kresy naleza
do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo.

337.1. A:{n2i22: neN} N={1,2,345..}
infA= . SUPA =
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
337.2. B= {;Zj: : neN}
INfB = . SUPB = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
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2n+1
3313492{ n :nEN}
3n—+2
INfO = .. SUPC = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........

3374. D={x—2y: z,yeR A 16 <x<28 A 3<y<4}

Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........

337.5. E={lr—y|: x,yeR N 16<x <28 N 3<y<4}

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........

338. Podaj wartosci granic.

a) lim (n) = e
oo\t 1

b) lim

n—oo

n >_
771_1_2010 = e

) Jim (5570077)
11m —— | = i,
) B\ 2010n+ 1

2010
d) lim ”) e
n—oo\n 41
2010
e) lim < n ) = e
n—o0 \ 1+ 2010
n 2010
f) 1i = e,
rﬁg%(2010n+—1)
n n
i () =
&) 1
2010n
h)hm(in/) S
n—oo\ 41
n/2010
i) lim (n) = e
n—oo \ n+
n TL2010
i ()
L G
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339. W kazdym z 5 ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)
339.1 Ciag (a,) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze
n=1

a)g=0 b) 0<g<1

c)g=1 d)1<yg

339.2 O ciagu (a,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, ze ciag (Gn+1> jest
a

n

zbiezny do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowa¢ o zbieznosci szeregu iam
jezeli wiadomo, ze n=1

a) 9=0 b) 0<g<1
©)9=1 d) 1<y

339.3 O ciagu (a,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, ze ciag ( dn ) jest

Ani1
zbiezny do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowaé o zbiezno$ci szeregu ian,
jezeli wiadomo, ze n=1

a) 9=0 b) 0<g<1
€)9=1 d)1<yg

339.4 Ciag (a,) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci ciggu <an+1>, jezeli wiadomo, ze
a) g=0 b) 0<g<1
c)g=1 d) 1<y

o0

339.5 O ciagu (ay,) liczb rzeczywistych wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny i jego
n=1

suma jest liczba rzeczywista g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ciagu (a,,), jezeli

wiadomo, ze

a) g=0 b) 0<g<1

c)g=1 d)1<g
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