Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A1, zima 2011/12

Cwiczenia 12.12.2011: zad. 340-376 Kolokwium nr 10, 13.12.2011: material z zad. 1-376
Cwiczenia 19.12.2011: zad. 377-396 Kolokwium nr 11, 20.12.2011: material z zad. 1-396
Konw. 12,19.12.2011: zad. 397-420 Kolokwium nr 12, 3.01.2012: material z zad. 1-420

Funkcje. Granica i cigglosc.
Uwaga: Zapis sgn(x) oznacza znak liczby x:
sgn(z)=1dlaz>0
sgn(x)=0dlaz=0
sgn(z)=—-1dlaz<0
Uwaga: Zapis {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.
{z} =2z —[z], gdzie [z] oznacza czesé¢ catkowita liczby x.
Naszkicowa¢ wykres funkcji f danej wzorem
340. sgn(sinz) 341. {z}—({z})?

0 dla <0
T dla 0<z<1
342. f(z)= —2?+4r—2 dla 1<z<3
4—x dla >3
oz dla z#£2 rt—1 1
343, f<“’>_{sgn(x) Qo oo 344 5oy 345
346. sgn(z® —x) 347. 23sgn(z) 348. Hx—f—%] —x‘

gn(

349. f (a:) |22 —1|—|2?—4| 350. f(z)=|2*—8x+15|

351. f(z)=2*+2+2— |22 —x—2| 352. f(x)={cosx}

353. f(x)= [arctg:z:] 354. f(x)=2{sinz}—{2sinz}

355. f(z)=[z]+z 356. f(z)={z}+x 357. f(x)=|[|z—1}
Obliczy¢ nastepujace granice:

1 8
358. lim < — ) 359. limzsint  360. lime~'/**
N N 2 — 6x—7 z—0 x z—0
-2 -3 2_6 5
Ve 362. lim 363. lim 2 1°
r—8 — =3 z—5 r—95
1 3 22008 _ 1 8r3—1
4. li - Iim — im ———
364. g ( -2z 1— :[:3) 365. I~ 366 Im e 51
343242 — —1)v/2—
367, lim LT 20 gee pn VT aeg i BT DV2—w
a—-2 x2—1—06 e—0 /T a—1 2 —1
T —A\/T T T Inz
370. 1 371. 1l 372. li 373. 1i
o—to0 5+ /T N o0 [P 1 =0+ 1 +Inz
874. N ore—y 375 Moy 376 Imisi +1

377. Dla ktorych wartosci parametréow a, b funkcja f okreslona wzorem

ar+b dla r<l1
flx)= 2* dla 1<z<?2
ar—>b dla 2<x
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jest ciagla? Naszkicowaé wykres funkeji f dla kazdej pary parametréw (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciagta.

378. Dla ktorych wartosci parametréow a, b funkcja f okreslona wzorem
x dla r<l
flx)=S 2 +ar+b dla 1<z<?2
x+3 dla 2<x
jest ciagla? Naszkicowaé wykres funkeji f dla kazdej pary parametréw (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciggla.
Do podanych f, xq i € dobra¢ takie 9, aby
|f(x) = flzo)| <e

z€(zo—d,20+9)
379. f(x)=2x, xg=5,e=1/10 380. f(x)=1/x, xo=4, e=1/100
381. f(zr)=2% z9=1,e=1/50 382. f(x)=21> 2y=0, e=1/1000
383. f(z)=+/z,10=30,e=1/10 384. f(z)=21* 20=10,e=10"1

OszusTwo 385. (przyklad funkcji nieciaglej): Funkcja f(z) = z? jest nieciagta.
Dowad: Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f jest ciggla, wez-
my w definicji Cauchy’ego ciggtosci e =1. Wtedy istnieje takie 6 >0, ze dla y spetniaja-
cych nieréwnosé |y — x| < zachodzi |22 —y?| < 1.
Jednak ta ostatnia nierownos¢ nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla z > % iy= :H—%
otrzymujemy |z% —1?| =z + % > 1.
O

OszusTwo 386. (przykltad funkcji ciggtej): Funkcja
sint dla x#0

f(x)—{ 0 dlaz=0
jest ciggla.

Dowad: Oczywiscie f jest ciggta w kazdym punkcie oprocz 0, pozostaje wiec wykazaé
ciggtos¢ w 0. Przeprowadzimy dowod niewprost. Zaktadajac, ze f jest nieciggta w 0, wez-
my ¢ = 5. Wtedy istnieje takie § >0, ze dla = spelniajacych nieréwnos¢ |z <4 zachodzi
|f(z)=0[> 3.

Ale biorgc « = -1 gdzie n> =%, otrzymujemy f(z) =01 |z|<d. Zatem
| f(z) —0] =0 < 3, skad sprzecznos¢.

]

Wskazaé takg liczbe M, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

|f(x)|<M
387. f(x) 20t + 1322 +7 388. f(z) St +a?+2 389. f(z)= ¢
)= ———— ) =—————— . =e¢
S5rd4 2242 204+ 1322+ 7
1000

OSZUSTWO392. Niech f,g:[0,1] — [0,1] beda takimi funkcjami ciagtymi, ze f(0) =
f(1)=7, ¢g(0)=8, g(1) =4. Wtedy istnieje takie c € (0,1) , ze f(c)=g(c).
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Dowdd: Z wtasnosci Darboux funkcji cigglych zastosowanej do funkcji f wynika, ze
dla pewnego c € (0,1) mamy f(c)=6. Podobnie, stosujac whasnosé¢ Darboux do funkcji
g otrzymujemy g(c) =6. A zatem

f(e)=g(c) , co nalezato dowies¢. -

Wskazac¢ btad w powyzszym rozumowaniu i poda¢ poprawny dowdd.
393. Dowies¢, ze rownanie
200009 4 9 — (1,000001)"

ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ moze niepo-
trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.

394. Dla ktorych liczb
n € {2,4,10,20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10"°, 10*, 10", 10"}
wykres funkcji
flz)=2"
przecina wykres funkcji
g(x)=a"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm. Przyja¢ promien wszechswiata réwny
10%® cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszechéwiatach nas nie interesuja.

Jak zmieni si¢ odpowiedz, gdy wykonamy rysunek biorac za jednostke na osiach sred-
nicg atomu (107® cm) lub érednice jadra atomowego (10713 cm)?

395. Dowie$¢, ze réwnanie
x? =251% - cosx
ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.
396. Dowies¢, ze rOwnanie
2 = 2572 cos <x3>
ma wiecej niz 1000 rozwigzan rzeczywistych.

Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
397. f(m):\/x2+x+1+g 398. f(x)= V23122 399. f(x)
400. f(z)=1log,(2"+8%)

Do podanych f, xy i € dobraé¢ takie k € N (dowolne, nie musi by¢ najmniejsze), aby
przy § = 107% spetniony byt warunek

v |f(x) = flxo)| <e

z€(xo—9,x0+9)
401. f(x)=2 20=2,e=1/10 402. f(z)=2'" 2o=5,e=10"1
403. f(z) =20 2,=10, e =10'" (tak, do plus setnej)
404. f(x) =2 20=1111,e=107"

341

- $2+5x~|—4+|$|
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Twierdzenie o trzech funkcjach: Jezeli funkcje f, g, h sa okreslone w otoczeniu
punktu xy € [—00,+00] (moga nie by¢ okreslone w samym zg), a przy tym

f(@) <g(z) <h(z)
dla x bliskich xg, to z istnienia i rownosci granic funkcji f oraz h w punkcie xy wynika
lim g(z) = lim f(z)= lim h(z).

T—To r—x0 T—T0
To samo stosuje sie do granic jednostronnych.
Obliczy¢ granice

: (,-1000
sin(x

405. lim Q

T—-+00 \/E

Korzystajac ze zbieznosci

406. liH(l){E' {1 /zmoo} (uwaga: cze$¢ utamkowa)

1\%
lim (1 + ) =e
r—+00 x

obliczy¢

r——+00 r——+00

24 1 VTx2+5x+1
407. lim <1+> 408. lim <1+ >
X

z™ 1\V® 1\*
409. lim ——— 410. lim <1+) 411. lm (1+—
T—-+00 (gj + ]_)33 T—~+00 T T——+00 \/5

1\ (@)
412. lim (1+> , gdzie lir+n f(x)=
x T—1T00

T——400
1 (z+1)= 1 (z4+1)=+1
413. lim (1+ ) 414. lim <1+>
T—400 T—400 Tz

Dla podanej funkCJ1 f wyprowadzi¢ oszacowanie postaci
|f(z) = flxo)| <C-6
prawdziwe dla dowolnego 0 > 0 oraz dowolnych z, xy € D spetniajacych warunek
|z — x| < 0.

415. f(x)=+/z, Dy=[1,400) 416. f(z)=+v2?+1, D;y=R
1

A7, f(r) =~ Dy=R 418. f(z)=2", D;=[-10,3]
419. Wskaza¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz J, a nastepnie udowod-
nic, ze

Ve-Cl<

re(27— 5 27+6) 1000

420. Wskaza¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnia C, a nastepnie udowodni¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@) = f)<C-lz—yl,
gdzie f(z)=+x?+42011.
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Cwiczenia 9.01.2012: zad. 421-438 Kolokwium nr 13, 10.01.2012: material z zad. 1-443
Cwiczenia 16.01.2012: zad. 448-470 Kolokwium nr 14, 17.01.2012: material z zad. 1-470

Szeregi potegowe.

Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

421. Z 422. Z 10n _ 423, 7;)50 x 424. Z n—|—1)
2 [e'e) 4n+5 3n+7 [e’¢) (Zn)'x” 2n+7 6n
425, 426. 427. 428.
Z TVni+n—n nzl ngl (n!)3 Z
00 n 3n o0 00 )\ -1
429. Y nlz¥  430. 2547”1)) 431. Y 10"z" 432, ) (”):C
n=1 n=1 n=1 n=1

Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

o ' oo o0
433. ) o7 434 ) (4:>x” 435. 3 nla™  436. Z ("HO) "
n=1 n=0

n=0
= n!(3n)!

437. Z > n)i2n)] T

n

438. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
o0 8TL . ng

27'2133”.

n=0 nlO + 1

Konwersatorium 9,16.01.2012.

Obliczy¢ sumy szeregdéw potegowych

0o o0 .2n 00
439. > 0" 440. 3 T 441 Y
n=0 n=0

n=1
442. Podaé przyktad szeregu potegowego o promieniu zbieznosci 2 i sumie réwnej 7
dla z=1.

443. Podac¢ przyktad dwoch szeregdw potegowych o promieniach zbieznosci 1, ktorych
suma jest szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci 2.
444. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3 a,, o sumie 100 i wyrazach dodat-
n=1

nich, ze a,, =n dla n < 10.

445. Poda¢ przyktad takiego szeregu )" a, rozbieznego do —oo, ze a, =n dla nie-
n=1
skonczenie wielu n.

446. Poda¢ przyktad takiego szeregu rozbieznego Z an, 7€ granica lim “**L istnieje

n—oo n

i jest mniejsza od 1.
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an+1

447. Podac przyklad takiego szeregu zbieznego 3 a,, ze =2 =2 dla nieskonczenie
n=1 "

wielu n.

Uzupelnienie: liczby zespolone, zespolone szeregi liczbowe i
potegowe.

448. Sprawdzi¢, ze

/02 b? 2 b2_
\/a+bi:i< Cbzﬂb—i-isgn(b) Vaza)

jesli b=#£0.
Rozwiaza¢ rownania i uktady réwnan.
449. z=2%2 450.z=2"' 451. 1+i=2> 452. 3+4i=2>
453. —3+4i=2> 454. 2+ z=i 455. 22 +iz=1 456. z=7+1
457. 2*z=8i 458. 2*+1022+61=0

2 __ 2 2 _
459. {25_22 460. { atn=l

25 =2 z1+z=—1
461. {Zlﬂ,z?zl 462. {Zl+z2:1.

Zoti1z1=2 Zitzo=1

463. 2°=1 (Wsk. 2 +23+22424+1= (2> +az£1)(z2+bz+1) )
Rozwigza¢ rownania i nierownosci. Zaznaczy¢ zbior rozwigzan na plaszczyznie zespo-
lone;j.
464. Rez+Rez? >0  465. 3|2| < |2%|+1 466. |2|=|z+1]
z+1
z

467. |2 +i|<|:—i|] 468.Tm——— =0 469. Re*— =0
z+1

470. W trojkacie prostokatnym PQD kat przy wierzchotku P jest prosty, a przy tym
PQ=11i PD=4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka PD, punkt A jest érodkiem
odcinka PC', punkt B jest srodkiem odcinka AC. Punkt F lezy na prostej PD, przy
czym

IPQA+<SPQB+YPQC =<PQD+YPQE .
Obliczy¢ PE.

Wyktlad.

Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach zespolonych
Warunek konieczny zbieznosci
[ee)
Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg > z, jest rozbiezny.
n=1
Zbieznos¢ bezwzgledna
[e.°] o0
Jezeli Y |z,| < o0, to szereg Y z, jest zbiezny.
n=1 n=1

Kryterium d’Alemberta
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Jezeli lim |2t
n—oo

<1, to szereg Z 2z, jest zbiezny.

Zn41

n

Jezeli lim

n—oo

lim |z,| = +o0.
n—oo

> 1, to szereg Z z, jest rozbiezny, a co wiecej
n=1

Kryterium Cauchy’ego

o0
Jezeli lim {/|z,| <1, to szereg 3 z, jest zbiezny.
n—oo n=1

o0
Jezeli lim {/|z,| > 1, to szereg Y z, jest rozbiezny, a co wiecej
n—00 n=1
lim |z,|=+o00.
n—oo
Uogodlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (a,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-
[e.°]
nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg Y a,z" jest
n=1
zbiezny.
Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wéwcezas na ogdt stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

[e.0] [e.°] [e.°]
Jezeli szeregi > z, 1 Y y, sa zbiezne, to szeregi Y- (z,ty,) sa zbiezne i wéwcezas
n=1 n=1 n—=1

> (zaty,) = ZzniZyn
n=1

[e.0) o0
Jezeli szereg - z, jest zbiezny, a szereg Y y, jest rozbiezny, to szeregi E (zn£Yn)
n=1

n=1 n=1

sg rozbiezne.
Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg % cz, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

gdy zbiezny jest szereg > z,. Jesli oba szeregi sa zbiezne, to

o) 00
S ezm=c3 2.
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych
wyrazow.

Szereg > z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa jednoczes$nie szeregi
n=1

o0 o0
> Rez, oraz Y Imz,. Jesli podane szeregi sg zbiezne, to

n=1 n=1
Zzn ZRezn+zZImzn.

Obszar zbieznosci szeregu potegowego jest kotem o srodku w zerze i promieniu
R €[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R =0 koto zbieznosci degene-
ruje sie do punktu 0, przy R = +o00 obszarem zbiezno$ci jest cata plaszczyzna zespolona.
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Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze byé¢ zbiezny w
czesci punktow, a w czesci rozbiezny.
Zbadaé zbieznos¢ szeregdw:

> 1 > n > n > n+1
471. ——  472. 473. 474.
nZ::anjLin—i-l ;n?’—i—z’ nZ::ln2+i ntt

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregdéw potegowych:
>, 82"

475. > 2"2"  476. ZF 477. > nz"
n=1

n=>0 n=1

o] oo 6n

478. Y nlz" 419, 3
n=0 n=1 n

Zadania powtdrzeniowe.

EGZAMIN: Poniedziatek 23 stycznia 2012 r., godz. 12.20-15.20, s. HS, WS.
EGZAMIN POPRAWKOWY: Poniedziatek 6 lutego 2012 r., godz. nieznana.

480. W kazdym z zadan 480.1-480.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru.
Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

5m —2n

480.1. A:{ :m,nEN:{l,Q,B,...}}

mn

480.2. B— {m : m,nEN}
n+7
480.3. C={a’: x€(-2,1)}

480.4. D={a*: v € (-2,1)}

480.5. = {32+ y*: mye (-2,1)}
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481. W kazdym z zadan 481.1-481.4 udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

481.1 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest
implikacja

a) T(2008) = T(3009)

b) T(2008) = T(3010)

c) T(2009) = T'(3010)

d) T/(2009) = T'(3011)

o
481.2 Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > a, jest zbiezny. Czy stad wynika,
n=1

ze zbiezny jest szereg

a) > |ay| b) 320
n=1 n=1

c) > 2008a, d) > (a,+1)
n=1 n=1

481.3 Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > a, jest zbiezny. Czy stad wynika,
n=1

ze rozbiezny jest szereg

a) Z|an| b) ZQG”
n=1 n=1

c) > 2008a, d) > (a,+1)
n=1 n=1

481.4 Czy funkcja
f(x)_{ax3+bx2+cx+d dla =<0
lexd+ fat+gr+h dla x>0

jest ciaggla, jezeli
a) a=23,b=24, c=25,d=26,e=27, f=28,g=29, h=30
b) a=25b=16,c=9,d=4,e=1, f=0,9g=1, h=4
c)a=2,b=3,c¢=5d=T7e=11, f=13,g=17, h=19
d) a=2009, b=2010, c=2011, d=2008, e =2009, f=2010, g =2007, h = 2008
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482. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2
2-( "+5> <3.5".
n

483. Obliczy¢ granice

lim

n—o0

nF4+1 nk+2+nk—|—3+nk+4 n*+5 nkF 4+n?
n2+1 n%+4 n%°49 n24+16 n%+25 = no94nt

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

484. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f danej wzorem

flz)=vVa?+x+1.

485. Dane sa takie ciagi (a,) i (by), ze

V OV |a,—2|<e  oraz YV oV bt <e.
e>0 n>6/c e>0 n>10/e

Niech ¢, =a, +b,. Wskaza¢ odpowiednig liczbe rzeczywistg r oraz liczbe naturalng P
i udowodni¢, ze

v Vo |entr|<e.

e>0 n>P/e

486. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego

3n. x3n

487. Rozstrzygnad¢ zbieznos¢ szeregu liczbowego o wyrazach zespolonych

X nP+i
> .

7T _
n=1T 1

w zaleznosci od parametru catkowitego dodatniego p.
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488. W kazdym z zadan 488.1-488.4 udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

488.1 Czy zbiezny jest szereg

P b) >
C)ZHn d)Zan/_
488.2 Czy zbiesmy jest szereg

9 i
0% SN

488.3 Czy ciag (a,) okreslony wzorem
n’“+1+n’“+2+nk+3+n’“+4+nk+5 +n’“+n
nT+1 n7+4 n74+9 n"4+16 nT+25  nT4n?

Ay =

jest zbiezny dla
a) k=5
b) k=6
c) k=T

d) k=8

488.4 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwa jest implikacja T'(n+2) = T'(n). Czy stad wynika, ze falszywa
jest implikacja

a) T(2008) = T(3009)

b) T(2008) = T(3010)

c) T(2009) = T(3010)

d) T(3009) = T'(2011)
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489. W kazdym z zadan 489.1-489.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.

489.1. A= {\/nQ—I—n—n: neN:{1,2,3,...}}

489.2. B={Vn’+n+1-n:nen}
489.3. C' ={|2—log,z|: x € (1,8]}
489.4. D ={|2—log,z|: x € (1,16]}

489.5. E={|2—logyz|: x € (1,32]}

490. Dobra¢ odpowiednig liczbe rzeczywistg dodatnig M i dowiesé, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnos¢

14220 42111 415
M< 112:2009 4 1666 4 0 SHM.

491. Obliczy¢ granice
2009
. (n!
i (P

n—-00 2n!

492. Naszkicowa¢ wykres funkcji f okreslonej wzorem

2?2 dla  z<a

flx)=<|z|] dla a<z<b

22 dla T>b

dla kazdej pary parametrow a < b, dla ktorej funkcja f jest ciaggta.

493. Obliczy¢ granice
lim (\/ x4+ x")

r——00

w zaleznosci od parametru naturalnego n.

494. Wyznaczy¢ promien zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego
>, (2n)!- "

D

— nl-n"
495. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
nz::?, n2—4"
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496. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja
f okreslona wzorem

f(a) = ?+4z dla z€(—o00, —1)U(2, +00)
7V az?+b dla re[-1,2]

jest ciggla.

497. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia d i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej « € (8 — 9, 8+ ) zachodzi nier6wnosé

1
‘%_2‘<ﬁ'

498. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
2
§ (=1)"-n!-2"

499. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
F(r) =logy (27 +1)
a) Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f.
b) Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fy)l<l|z—yl.

500. Dana jest funkcja f okreslona wzorem
flz)=Vai+1.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1,10] zachodzi nieréwnosé
|f(z) = f(y)] <2010 [z —y]| .

501. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

oo n .ZQn

i
2 n-2n

n=1

502. Naszkicowa¢ wykres funkcji f okreslonej wzorem
3 dla  z<a
) |2*—4] dla a<z<b
)= 3 dla b<z<c
|z2—4| dla x>c
dla kazdej trojki parametrow a < b < ¢, dla ktoérej funkcja f jest ciagta.

503. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego
2

(o] :Cn
5

504. Obliczy¢ granice
lim ((log2 (2932 + 1)) — (log4 (2936 + 1)) + (log8 <2$3 + 1))) .

Tr—00
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505. W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
505.1 Czy funkcja
) = { a” dla <0
V=W tertd dla 230

jest ciggla, jezeli
a)a=4,b=3,c=2,d=1 .cccccciiiiiniiiinnir
b) a=5b=4,¢c=3,d=2 .cccccceeiiiiiiinian.
c)a=9,b=5c=3,d=1 .cccccceiiiniiiiniin..

d)a=7,b=2,¢c=2,d=3
505.2 Czy funkcja

£ )_{ a® dla z<1
)= br’+cr+d dla x>1

jest ciggla, jezeli
a)a=4,b=3,c=2,d=1 .cccccceiiiinniiiinriir.
b) a=5,b=4,¢c=3,d=2 ..cccceeiiiiiiinirnn.
c)a=9,b=5c=3,d=1 .cccccceiiniiiniin..
d)a=7,b=2,¢c=2,d=3

505.3 Czy podany szereg jest zbiezny

* n > n
TP TTRRTRTRPRRN b) Y ————
2) ointl )T;Qn—i—l

¢) fjlln ............................. d) >

505.4 Czy podany szereg jest zbiezny
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506. W kazdym z zadan 506.1-506.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza

do zbioru.

506.1. A:{ 'nEN} N={1,2,3,4,5,...}

1
™m—30"
1
506.2. B={ — . neN
{<7n—30>2 ! }

506.3. C—J 1 . .cnN
R (TR

1 1
: N
Tm—30 " (g0 ™" }
cons. g lombE ) dog(nta)
o (logg(n®+4)) logg(n?+1)

507. W kazdym z ponizszych 9 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R,

506.4. D = {

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)

[e.o]

Wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny. Co mozna wywniskowac¢ o zbieznosci szeregu

n=1

508. Na kazde z 8 pytan udziel odpowiedzi TAK lub NIE.
Czy funkcja f okreslona wzorem

|22 —25] dla z<a
flz)= 24 dla a<z<b
|z2—25| dla  b<=z

jest ciagtla, jezeli

Ja=-7 b=-5 ... k) a=—-7, b=—3 .o,
)a=—-5 b==3 .o, m)a=-5 b=—1 .,
n)a=-3, b=—1 ... 0)a=-3, b=1 ...
p)a=—1, b=1 .. q)a=—1, b=3 .o
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509. Na kazde z 15 pytan udziel odpowiedzi TAK lub NIE.

Ciag (ay) jest zbiezny i jego granica jest réwna 7. Czy stad wynika, ze
a)Vva,>0 ...

b)V 3 a,>0 ...

N n>N

c)3I V a,>0 ..

N n>N

d)Va,<7 ...

f)v Ap <T v

N n>N

g) IV an<T .o,

N n>N

il — G| < —— e,
0) 3 Y lan—anl<g0

Uwaga: Zmienne n, N przebiegaja liczby naturalne, a zmienna x liczby rzeczywiste.

510. W kazdym podpunkcie podaj przyktad podzbioru lub podzbioréw zbioru liczb

rzeczywistych o podanych wlasnosciach.
a) infA=-4, supA=4, inf{a*:a€A}=4
b) supB=2, supC=3, sup(BNC)=1
¢) infD=10, infE=10, inf(DNE)=17
d) infF=infG=2, supF =supG =5, zbiory F,G sa roztaczne
e) O<supH=sup{h?: he H} <1

511. Rozstrzygnac zbieznos$¢ szeregu
% (n+1)-(=1)"

512. Wyznaczy¢ promien zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

g2 ) al (n')

n=1
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513. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatniag C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci
322 —2x+5

C—— <240
Tx2—x+5

514. Obliczy¢ granice
1im(71+7ﬂ—1_i_n—|—2+n+3+n+4+ +n+n>
n—oo\n2  n2+1 n24+2 n2+3 n24+4 T ni4n/’

515. W kazdym z zadan 515.1-515.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru.

Niech
?—=3 dla x<?2

z—n da x>2

fula)={

515.1. A={fs(z): z€(—1,4]}
515.2. B={f3(x):
515.3. C={fs(x): z €
515.4. D= {fs(z):
515.5. E={fs(x): x€(-1,4]}

516. Przy kazdym z ponizszych 9 zdan w miejscu kropek postaw jedng z liter P, F,
N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze T'(7) jest falszywe, T'(77) jest prawdziwe, a ponadto dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+ 1). Co mozna wywnioskowaé
o prawdziwosci zdania:

a) T(3) covooeeeerreeren. b) T(33) covveereeereeneen.
C) T(333) oo,

d) T(3)=T(333) oo e) T(333)=>T(3) covvevvrerrrerrnn.
NACIE VA GE) [ g) T(33)=>T(3) wvooovooeerrrnnn.
h) T(33) = T(333) oovvoeriereenn. i) 7(333) = T(33) wvvoovvereerr.

517. Podaj wartosci granic

J) lirf arctgr = .oooooiieiiiiienn k) lim arctgr = ...,
1) xkrfoologﬂ = m) mlir(r)l+log2m T TUTRRR
n) liril 27 = o) lim 2% = ...
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518. Na kazde z 15 pytan udziel odpowiedzi TAK lub NIE.
O zbiorze A wiadomo, ze
YV a<7 oraz 3 a>7—i
acA acA 10
Czy stad wynika, ze
a) SupA="7 ...
b) supA<T oo
c) sSupA>T7 ...
d) supA<8 ............
€) SupA>6 ..o
f) infA=6,9 ...........
g)infA<7 ...

519. W kazdym z ponizszych 14 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R,
N:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

o
Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu > a,, jezeli wiadomo, ze wszystkie
n=1
jego wyrazy sa rézne od zera, a ponadto

a) lima,=—2 ...

b) lima,=—1 ...........

n—oo

c) lima,= TG e

n—oo

d) lim a,=0 ...........

n—oo

e) lima,== ...........
2

n—oo

f) lima,=1 ...

n—oo
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Ap+1

1 =—1 i
Rl
(p, 1
j) lim =2
n—oo q, 2
k) lim 2 =0
n—oo q,

l) 1 a/n+1 1

n—oo an

. An+1
lim =

n—oo q,

Qp41
n) lim 4= =2 ...
n—oo q,

m)

520. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé

2 8
<n+ ><2~6”.
n

521. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o0 o0
Zan:5 oraz Zai:ZafL.
n=1 n=1 n=1
Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przyktadu.
522. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu
. I —Tn3+5

;9719\/5—87144—7'

523. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—3, 3| zachodzi nier6w-
nos¢

3
£@)— )< el
gdzie f(z)=+vx?+16.

524. W kazdym z zadan 524.1-524.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru.

524.1. A= {mn2 : m,neN} N=1{1,234,5,..}

524.2. B= { mnEN}
524.3. C’:{ m,nEN}
+n2

1
524.4. D = :neN
3—log,(2n+1) "
524.5. = L :neN
3—logs(3n+1)
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525. W kazdym podpunkcie podaj przyktad podzbioru lub podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych o podanych wlasnosciach.

a) infA=-3, supA =4, inf{la|: a€ A} =1

b) infB=2, infC=3, iinf(BNC)="7

c) supD =10, supFE = 10, sup(DNE)=7

d) infF=infG=0, sup F'=supG =6, inf(FNG) =sup(FNG)

e) O<supH=sup{h': heH}<1

526. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego §1 a, o wyrazach ré6znych od zera,
ze

o oo
ap=1 oraz Y |a,|=2.
n=1 n=1

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przykladu.

527. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
13n<2"+36.

528. Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu
> Ind\/n—Tn®+5

>

= 9n?—8nt+4T7
529. Obliczy¢ granice
hm( 1 N 5 +25+125+625+ n 5”)
n—oo\5"41 5"+2  5n44 548 5416 0 Hn42n
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